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I. Einleitung. 



§ 1. Bezeichnungen und Detinitionen. 

In der vorliegenden Arbeit wird hauptsächlich von Fuss- 
punktkurven und Rollkurven die Rede sein. Fällt man von 
einem Punkt P Lote auf die Tangenten einer Kurve K, so 
nennt man den geometrischen Ort der Fusspunkte dieser Lote 
bekanntlich die Fusspunktkurve der Kurve K für den Pol P. 
Da man als Pol der Reihe nach alle oo^ Punkte der Ebene 
wählen kann, so sind jeder Kurve K oo2 Fusspunktkurven M 
zugeordnet. Lässt man eine Kurve K auf einer Kurve K' 
rollen, so beschreibt irgend ein mit K verbunden gedachter 
Punkt P eine Kurve, die man Rollkurve nennt. Die Kurve K 
bezeichnet man wohl als die Generatrix, Ä" als die Direktrix 
und P als den erzeugenden Punkt oder den Pol derselben. 
Man sieht, dass sich auch hier entsprechend den oo^ möglichen 
Punkten P oo^ Rollkurven N ergeben. Ist K' thatsächlicii 
eine krumme Kurve, so soll die Rolikurve als eine allgemeine 
Rollkurve bezeichnet werden. Ist Ä" aber eine Gerade, so 
wird die Rullknrve eine spezielle genannt werden. Die Flächen- 
inhalte und Bogenlängen dieser Kurvenscharen sind es, die 
einer Betrachtung unterzogen werden sollen. Was unter der 
Bogenlänge solcher Kurven zu verstehen ist, bedarf keiner 
Erläuterung; wohl aber ist es nötig, den Begriff des Flächen- 
inhalts näher festzustellen. 

Ist K eine geschlossene Kurve, so ist auch M geschlossen ; 
die Fläche dieser geschlossenen Kurve M ist dann die Fläche 
der Fusspunktkurve. Ist m^ m^ das dem Bogen k^ k^ ent- 
sprechende Bogenstück der Fusspunktkurve von K hinsichtlich 
P, so soll unter dem Flächeninhalt dieses Fusspunktbogens das 
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dreieckige Flächenstück P m^ m^ verstanden werden, das von 
dem Bogen m^ m^ und den Loten P m^ und P m^ von P auf 
die Tangenten von K in den Punkten k^ und k^ begrenzt wird. ' 
Rollt eine Kurve K um einen Bogen /q h^ auf einer 
Kurve K' fort, so dass beim Anfang der Bewegung k\ und 
beim Ende derselben k\ der Berührungspunkt von K mit K' 
ist, und der Punkt P zu Beginn der Bewegung die Lage p^ 
und zum Schluss die Lage p^ besitzt, so wird im Folgenden 
das viereckige Flächenstück k\ pi p^ k\ als der Flächeninhalt 
erster Art Nj^ der Rollkurve des Kurvenbogens k^ k^ hinsichtlich 
des Punktes P als Pol und des Bogens k\ k\ als Direktrix 
bezeichnet werden. Ist noch p^^ p\ das Lot von p^^ auf die 
Tangente von K' in k\ und p.^ p\ das Lot von pg ^^f ^^^ 
Tangente von K' in k'^-^ so soll das sechseckige Flächenstück 
^1 P\ Pi Vi P\ ^'2 d^^ Flächeninhalt zweiter Art N^ dieses 
RoUkurvenbogens heissen. Dann ist (Fig. 1) 

N^ = N^ +i>2 P2 ^\ —Pi P\ ^'v 
Einer geschlossenen Kurve K, die ein oder mehrere Mal auf- 

einer Kurve K' abrollt, entsprechen keineswegs immer geschlossene 

Rollkurven. Doch ist dann stets 

Pi P\ K =P2 P2 k'21 
also auch iV2 = iVi. 

Die Plächeninhalte erster und zweiter Art sind dann also ein- 
ander gleich, 

Ist die Direktrix K' eine Gerade, so ist der Flächeninhalt 
erster Art N^ das viereckige Flächenstück k\ p^ p^ k\ zwischen 
der Geraden, der Rollkurve N und den Verbindungslinien p^ k\ 
und P2 '^V I^ör Flächeninhalt zweiter Art JVg wird bei diesen 
speziellen Rollkurven ebenfalls ein viereckiges Flächenstück, 
nämlich das Flächenstück p\ p^ p.^ p\ zwischen der Geraden, 
der Rollkurve N und den Loten von p^ und P2 auf die Gerade. 
Es ist wieder N^ = N2^ wenn JK' geschlossen ist und ii-msil 
auf der Geraden abrollt, wo 7i eine ganze Zahl bedeuten soll. 

Bei gewissen Untersuchungen wird ein mit der Kurve K 
invariant verknüpfter Punkt, der sogenannte Krümmungsschwer- 
punkt, eine wichtige Rolle spielen. Unter dem Krümmungs- 
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Schwerpunkt S eines Kurvenbogens k^ k^ versteht man den 
Mittelpunkt paralleler an dem Bogen angreifender Kräfte, deren 
Stärke der Krümmung proportional ist, und deren Richtung 
gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem die Krümmung 
gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen hat. Eine Um- 
kehrung des Vorzeichens des Krümmungsradius von K und 
damit auch des Vorzeichens der Krümmung erfolgt z. B. an 
jedem Wendepunkt von K, Der Punkt S gewinnt nur dann 
wirklich die Bedeutung eines Schwerpunktes, wenn jene Kräfte 
alle dieselbe Richtung haben; /cj k^ oder K darf in diesem 
Falle also keinen Wendepunkt besitzen. 

Der Begriff Krümmungsschwerpunkt in diesem eigentlichen 
Sinne ist von Steiner^) eingeführt worden, die obige Verall- 
gemeinerung hat Wetzig 2) gegeben. 

§ 3. OeschichtUcher Überblick. 

Spezielle Sätze über den Flächeninhalt und die Bogenlänge 
von Fusspunktkurven und besonders von Rollkurven sind schon 
lange, bekannt. Aber erst Steiner hat allgemeine Untersuchungen 
über diesen Gegenstand angestellt. Nachdem er 1835^) und 
1838*) seine Resultate zum Teil in Gestalt von Aufgaben und 
Lehrsätzen ohne Beweis mitgeteilt hatte, veröffentlichte er 
1840^) seine beiden Abhandlungen „Über den Krüramungs- 
schwerpunkt^^ in denen er die Ergebnisse seiner Untersuchungen 
durch geometrische Betrachtungen ableitete. 

Steiner führt hierbei zunächst Beschränkungen über die 
Kurven K ein, die er betrachtet. Er setzt von denselben 
voraus, dass sie geschlossen und stetig konvex sind und sich 
nicht selbst sehneiden; Wendepunkte und Doppelpunkte werden 
also ausdrücklich ausgeschlossen. Unter dieser Beschränkung 
vergleicht Steiner zuerst die Flächeninhalte der c»^ Fusspunkt- 
kurven M einer beliebigen Kurve K, Nun kann der Flächen- 

1) Grelles Journal, Band XXI, 1840. (S. 33—63 und 101-133.) 

2) Schlömilchs Zeitschrift für Mathematik und Physik, Band V, 1860. 

3) Ci-elles Journal, Band XIV, S. 88—92. 

4) Grelles Journal, Band XVIII, S. 278—280 und 369—375. 
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Inhalt nur oö^ Werte annehmen. Daher müssen sich die oo^ 
Kurven M zu oo^ Scharen von je oo^ Kurven von gleichem 
Inhalt anordnen. Die cx>2 Punkte P werden damit gleichfalls 
zu cx)i Scharen von je oo^ Punkten zusammengefasst, denen 
Fusspunktkurven gleichen Flächeninhalts entsprechen. Die oo^ 
Punkte einer Schar bilden eine Kurve; es ergiebt sich also 
eine Schar von oo^ Kurven, die mit F bezeichnet werden möge. 
Die Autgabe, die Beziehung zwischen den Flächeninhalten irgend 
zweier Punkte P sowie diese Kurvenschar F zu finden, soll 
im Folgenden das Problem A genannt werden. Wie Steiner 
findet, sind diese oo^ Kurven konzentrische Kreise. Den Punkten 
P eines der Kreise entsprechen Fusspunktkurven gleichen In- 
halts. Dem gemeinsamen Mittelpunkt entspricht die Fusspunkt- 
kurve kleinsten Inhalts; er wird deswegen auch der Minimura- 
pol T genannt. Der Flächeninhalt der Fusspunktkurve eines 
andern Punktes P übertrifft diesen kleinsten Inhalt um die 
halbe Kreisfläche vom Radius PT. 

Eine ganz gleichartige Aufgabe bietet sich dar bei den 
cx)2 speziellen Rollkurven einer Kurve K; diese Aufgabe werde 
als Problem B bezeichnet. Ist K dieselbe Kurve wie im 
Problem A, so findet Steiner das bemerkenswerte Resultat, dass 
der Minimumpol T derselbe Punkt, und dass die Kurven F 
dieselben konzentrischen Kreise sind wie im Problem A. Jedoch 
übertrifft der Flächeninhalt der speziellen Rollkurve eines 
beliebigen Punktes P den kleinsten Flächeninhalt um die ganze 
Kreisfläche vom Radius PT. Der Flächeninhalt, den Steiner 
betrachtet, ist der Flächeninhalt erster Art. Bei einem ein- 
maligen, vollständigen Abrollen ist derselbe aber gleich dem 
Flächeninhalt zweiter Art, so dass man für den letzteren die 
gleichen Resultate findet. Steiner untersucht auch die Eigen- 
schaften des Minimumpols T und findet, dass derselbe kein 
anderer ist als der Krümmungsschwerpunkt 8 der Kurve K, 

Unwillkürlich drängt sich die Frage auf, wie kommt es, 
dass die Probleme A und B nahezu dieselbe Lösung besitzen. 
Es erklärt sich durch eine einfache Beziehung, die zwischen 
den Flächeninhalten der Fusspunktkurve M und der speziellen 
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Roll kurve N derselben Kurve K hinsichtlich desselben Pols P 
besteht. Die Aufgabe, diese Beziehung zu finden, soll als 
Problem C bezeichnet werden. Steiner findet, dass der Flächen- 
inhalt der ßoUkurve doppelt so gross ist als der Flächeninhalt 
der Fusspunktkurve. Auch hier kann unter dem Flächeninhalt 
der ßoUkurve sowohl der Flächeninhalt erster Art als auch der 
von zweiter Art verstanden werden. 

Steiner geht dann über zur Betrachtung allgemeiner ßoll- 
kurven. Er lässt dabei schliesslich auch die Beschränkung 
fallen, dass die behandelten Kurven geschlossen sein sollen. 
Die Betrachtungen bleiben auch richtig, wenn die Kurven 
Doppelpunkte besitzen. Allerdings hat Steiner es nirgends aus- 
gesprochen, dass die von ihm untersuchten Kurvenbogen solche 
singulären Funkte besitzen dürfen. Nur Wendepunkte werden 
ausdrücklich ausgeschlossen; selbstverständlich müssen die be- 
trachteten Kurvenbogen auch stetig sein. Für die vorliegende 
Arbeit ist von diesen allgemeinen Untersuchungen nur eine 
Spezialisierung von Interesse, die Steiner erhält, indem er an- 
nimmt, dass die Direktrix eine Gerade ist. 

Steiner löst das Problem B also auch für den Fall, dass 
K ein stetiger Kurvenbogen ohne Wendepunkte ist. Er findet, 
dass die oo^ Kurven F wieder konzentrische Kreise sind, dass 
ihr gemeinsamer Mittelpunkt der Minimumpol T ist, und dass 
der Flächeninhalt der speziellen ßoUkurve eines beliebigen 
Punktes P den kleinsten Flächeninhalt um einen Kreissektor 
mit dem ßadius PT und dem Drehungswinkel r der Tangente 
längs des Bogens k^ Iq als Zentriwinkel übertrifft. Unter dem 
Flächeninhalt ist hier der Flächeninhalt erster Art einer ßoU- 
kurve zu verstehen. Derselbe ist jetzt nicht mehr gleich dem 
Flächeninhalt zweiter Art, darf in obigem ßesultat also auch 
nicht durch letzteren ersetzt werden. 

In einer Anmerkung ^) erwähnt Steiner, dass die im Problem 
G gefundene Lösung auch für einen stetigen Kurvenbogen k^ k^ 
ohne Wendepunkte richtig sei. Damit übertrage sich die für 



1) Grelles JourDal, Band XXI, S. 122. 
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einen solchen Kiirvenbogen beim Problem B gefundene Lösung 
auch auf Problem A; es sei nur der ganze Kreissektor durch 
den halben zu ersetzen. Ist S der Krüramungsschwerpunkt 
des Bogens k^ k^ und / die Länge der Sehne Ä'^ A;^, so findet 
man, wie Steiner beweist, jetzt den Minimumpol T, indem man 
von S auf k^ k^ ein Lot fällt und auf dessen Verlängerung 

über S hinaus die Strecke PT=- — abträgt. 

Steiner führt noch beiläufig^) an, dass man analoge Unter- 
suchungen wie über die Flächeninhalte von Fusspunktkurven 
und Rollkurven auch über ihre Bogenlängen anstellen könne. 
Bei der Behandlung des Problems C für die Bogenlängen finde 
man, dass die Fusspunktk urve und die Rollkurve eines stetigen 
Kurvenbogens ohne Wendepunkte hinsichtlich desselben Poles 
P gleiche Bogenlänge besitzen. 

An diese grundlegenden Untersuchungen Steiners knüpft 
eine ganze Reihe neuerer Arbeiten an. Im Jahre 1855 bewies 
Raabe^) analytisch, dass im Problem A für einen stetigen 
Kurvenbogen k^^ k.^ ohne Wendepunkte die Kurven Foo^ coaxiale 
Ellipsen sind, deren gemeinsamer Mittelpunkt der Minimumpol 
ist. Sehr eingehend behandelt Wetzig^) in einer im Jahre 1860 
erschienenen Arbeit das Problem A. Er lässt auch die Be- 
schränkung fallen, dass der Kurvenbogen k^ k2 keine Wende- 
punkte besitzen darf; nur Unstetigkeiten werden ausgeschlossen. 
Wie bei Raabe sind die Kurven F dann oo^ coaxiale Ellipsen, 
deren gemeinsamer Mittelpunkt der Minimumpol T ist. Die- 
selben gehen, wie Wetzig ausdrücklich beweist, nur dann in 
Kreise über, wenn man A'^ k.^ durch eine geschlossene Kurve K 
ersetzt. Wetzig verallgemeinert ferner in der schon früher 
erwähnten Weise den Begriff Krümmungsschwerpunkt und 
zeigt, wie derselbe bei bekanntem Minimumpol gefunden werden 
kann und umgekehrt. Es zeigt sich, dass S und T von einem 

1) Grelles Journal, Band XXI, S. 35. 

2) Grelles Journal, Band L, S. 189—193. 

3) Schlömilchs Zeitschrift für Mathematik und Physik, Band V, S. 1 
und 81. 
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gewissen Ausnahmefall abgesehen nur bei einer geschlossenen 
Kurve K zusammenfallen. 

Nach Steiners Untersuchungen müssten im Problem A die 
Kurven F auch dann Kreise sein, wenn man einen stetigen 
Kurvenbo'gen ohne Wendepunkte betrachtet, der nicht geschlossen 
ist. Wie Wetzig beweist, kann das jedoch nicht richtig sein. 
Wetzig gerät also in Widerspruch zu Steiners Angaben. Es 
ist leicht erklärlich, dass er das nicht bemerkt hat; denn diese 
entgegengesetzte Behauptung Steiners wird ja nur ganz kurz 
in einer Anmerkung ausgesprochen. 

Aus der übrigen umfangreichen Litteratur kommen ins- 
besondere noch zwei Arbeiten in Betracht, nämlich eine 1882 
erschienene Abhandlung von Habich ^) und eine 1890 erschienene 
von Ekama.2) Die erste dieser Abhandlungen ist dem Ver- 
fasser leider nicht zugänglich gewesen. In den „Fortschritten 
der Mathematik" wird jedoch der interessante Satz erwähnt, zu 
dem diese Arbeit gelangt, und es wird hinzugefügt, dass Habich 
aus demselben die Steinerschen Sätze über den Flächeninhalt 
und die Bogenlänge von Rollkurven ableite. 

§ 3. Aufgabe und Inhalt der Arbeit. 

In der vorliegenden Arbeit wird zuerst das Problem C 
behandelt, und zwar sowohl für die Flächeninhalte als auch 
für die Bogenlängen. Dies geschieht erstens deshalb, weil 
dieses Problem am leichtesten zu erledigen ist, und zweitens 
deshalb, weil von den Problemen A und B dann nur noch 
eins erörtert zu werden braucht. Bei den Bogenlängen ergiebt 
sich keine Abweichung von Steiner, wohl aber bei den Flächen- 
inhalten. Betrachtet man nämlich die Fusspunktkurve und die 
spezielle Rollkurve eines Kurvenbogens k^ k^ hinsichtlich des- 
selben Pols P, so zeigt sich, dass der Flächeninhalt zweiter 

1) Recueil mathematique ä Tusage des ecoles speciales et des etablisse- 
ments d'instruction moyenne, publie par P. Mansion et J. Neuberg, Tome II, 
p. 145—148. 

2) Grunerts Archiv für Mathematik iind Physik, 2. Reihe, Teil VlII, 
S. 388. 
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Art der Rollkurve gleich dem doppelten Flächeninhalt der Fuss- 
punktkurve ist. Dieses Resultat steht wirklich in Widerspruch 
zu den Ergebnissen Steiners; denn nach Steiner müsste es sich 
nicht um den Flächeninhalt zweiter Art, sondern vielmehr um 
den Flächeninhalt erster Art handeln. Der Kurvenbögen k^ k^ 
kann Doppelpunkte und Wendepunkte besitzen, er muss nur 
stetig sein. 

Wie erklärt sich der Widerspruch zwischen den Resultaten 
Steiners einerseits lind den hier und von Wetzig gefundenen 
andererseits? Diese Frage wird in dem nächsten Abschnitt 
beantwortet. Es stellt sich heraus, dass Steiners Sätze über 
die Flächeninhalte von Fusspunktkurven eben zum Teil nicht 
richtig sind. Es wird dargelegt, worin Steiners Irrtum besteht, 
und wie man Steiners Betrachtungen abändern muss, um das 
richtige Resultat zu finden. 

Der folgende Abschnitt ist einer eingehenden Untersuchung 
des Problems A über die Flächeninhalte von Fusspunktkurven 
gewidmet. Er besteht im Wesentlichen aus einem übersicht- 
lichen Auszug aus Wetzigs Arbeiten über den gleichen Gegen- 
stand; es sind nur einzelne Punkte verbessert oder genauer 
ausgeführt. Auch wird die Beziehung zwischen dem Krümmungs- 
schwerpunkt S und dem Minimumpol T untersucht. Als Bei- 
spiel wird die Hyperbel behandelt; es ergiebt sich ein Resultat, 
welches Steiners Satz über die Hyperbel widerspricht. Es wird 
gezeigt, worin Steiners Irrtum in diesem Falle besteht, und 
wie Steiners Satz verstanden werden muss, wenn er trotzdem 
einen Sinn haben soll. 

In einem fünften und letzten Abschnitt wird noch darauf 
hingewiesen, dass man zu den Problemen der Vergleichung der 
cx)2 Fusspunktkurven oder Rollkurven einer gegebenen Kurve 
eine unendliche Reihe analoger Probleme aufstellen kann, und 
dass man gewisse Klassen solcher Probleme ohne jede Rechnung 
sofort erledigen kann. 
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IL Die Beziehung zwischen den Fuss- 

punktkurven und den speciellen ßoU- 

kurven einer und derselben Kurve. 

§ 1. Analytische Ableitung der Beziehung. 

Die Kurve K rolle auf der Geraden O. Bei der in 
Figur 2 gezeichneten Lage möge sie sich von der Anfangslage 
aus um den Winkel q> gedreht haben. Ist nun P der 
beschreibende Punkt, so machen wir P zum Anfangspunkte 
eines mit K fest verbundenen Koordinatensystems x, y, dessen 
-{-x-Ax.e mit dem Lot PQ von P auf die Gerade O in der 
gezeichneten Lage von K den Winkel y bildet. Denken wir 
uns dann die Kurve K um den Winkel q) zurückgerollt, so 
wird die+^-Axe auf G senkrecht stehen. Den Schnittpunkt 
der Geraden O mit der + x-Axe bei dieser Lage machen 
wir zum Anfangspunkt eines festen Koordinatensystems 
S, ij, dessen + §-Axe die Gerade O ist. 

In der gezeichneten Lage von K seien f, ij die Koordinaten 
von P in Bezug auf das feste Koordinatensystem. Die Koor- 
dinaten des jeweiligen Berührungspunktes A von K und O 
in Bezug auf das bewegliche Koordinatensystem seien x, y. 
Ist in der Anfangslage der Abstand des Berührungspunktes Ä 
von gleich f^ und der während der Bewegung abgerollte 
Bogen von iT gleich s, so wird gegenwärtig 04 = ^q-|-s sein. 
Aus der Figur ergeben sich daher die Beziehungen: 

^=z^Q-\-s-\-x*sinq) — y*cos(p 
ij = X • cos cp'\-y • sin cp. 
Sind X, y und qp als Funktionen eines Parameters t gegeben, 
so bestimmen diese Gleichungen auch ^, ij als Funktionen 
desselben Parameters. Insbesondere kann y selbst als Para- 
meter gewählt werden. 

Bei dieser Auffassung folgt aus der ersten Gleichung 1) 
d^ = efe -f- sin (p*dx — cos (p'dy-\-(x cos q^-^-y sin (p)*dcp 
oder unter Benutzung der zweiten Gleichung 1) 

d^=.(ls-\' sin q)»dx — cos (p • dy -^ ri • d q>. 
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Die Bogenlänge s der Kurve K kann nun als Funktion von 

X, y betrachtet werden ; daher wird : 

Ss Ss 

ds==: — 'dx-\-—-*dy = cos (sx) • dx -j- cos (sy) • dy 

TT 

oder, da fsx) = — '\-q> und (sy)=q) ist, 

ds = — sin (p'dx-\- cos cp • dy. 
Infolge dessen ergiebt sich 

d^ = ri* d(p. 
Wird für rj auch r geschrieben, so findet man also 

2) ri^d^ = r^'d(f d^'^ + dri^ = r^->d(p^ + drl 

Rollt die Kurve K aus ihrer Anfangslage um einen Bo n 
fort, der einem Wachstum des Winkels (p von bis ^ ent- 
spricht, und wird die Fläche zweiter Art der entstehenden 
Rollkurve mit N2 und ihre Bogenlänge mit n bezeichnet, so ist: 

Wie die Figur lehrt, sind r und q) nichts anderes als die 
Polarkoordinaten der Fusspunktkurve von K hinsichtlich P, Ist 
M der Flächeninhalt des einem Wachsen von o bis 9 ent- 
sprechenden Fusspunktbogens und m seine Länge, so ist also: 

M=ij r^.dq) m=i |/r2+(^V.dy. 

Unter Berücksichtigung der Gleichungen 2) ergiebt sich also: 

3) 2M=N2 . 7n = 7i. 

Damit haben wir die folgenden beiden Sätze erhalten: 

Theorem I: Rollt ein stetiger Kurven bogen k^ k^ auf einer 
Geraden, so ist die Fläche zweiter Art der von einem mit k^ k.^ 
fest verbundenen Punkte P beschriebenen Rollkurve gleich der 
doppelten Fläche des Fusspunktbogens von k^ k,^ hinsichtlich P. 

Theorem II: Die Rollkurve und die Fusspunktkurve 
eines stetigen Kurvenbogens k^ k^ hinsichtiich desselben Punktes 
P haben gleiche Bogenlänge. 
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Da die Formeln 2) nur dann ihre Bedeutung verlieren, 
wenn die Kurve K unstetig ist, so ist klar, dass bei diesem 
Beweise Doppelpunkte und Wendepunkte von k^ k^ nicht aus- 
geschlossen sind. 

§ 3. Einige Hülfssätze. 

Gleitet eine Ebene E' auf einer festen Ebene J57, so beschreibt 
irgend ein mit E' fest verbundener Punkt in E eine Kurve N. 
Wie in der Kinematik gezeigt wird, ist diese sogenannte Be- 
wegung zweier starrer Systeme gegen einander äquivalent mit 
dem Rollen der Polkurve K' auf der Polkurve K, Daraus 
folgt, dass jede beliebige Kurve N als Rollkurve erzeugt werden 
kann, und zwar auf unendlich viele Weisen, da es unendlich 
viele Bewegungen starrer Systeme giebt, bei denen in E die- 
selbe Kurve N entsteht. 

Konstruieren wir zu^ einer Kurve K die Fusspunktkurve 
Jif, so kann also auch M auf unendlich viele Weisen als Roll- 
kurve aufgefasst werden. Für das Folgende ist eine besondere 
Art von Interesse, die schon Steiner') kurz angegeben hat, und 
die Raabe*) und Ekama^) auch analytisch begründen. Diese 
Erzeugungsart lässt sich in folgendem Satz aussprechen: 

Hülfssatz 1: Rollt eine Kurve K anf einer mit ihr kon- 
gruenten Kurve K' so, dass K' stets das Spiegelbild von K 
hinsichtlich der Tangente des Berührungspunktes ist, so ist die 
von einem mit K fest verbundenen Punkt P beschriebene 
Rollkurve kongruent mit der Kurve, welche aus der Fusspunkt- 
kurve von K hinsichtlich P hervorgeht, wenn man alle radien 
vectoren verdoppelt. 

In der Figur 3 sollen K und K' die auf einander rollenden, 
kongruenten, zur Tangente des Berührungspunktes A symmetrisch 
gelegenen Kurven darstellen. Ist P der beschreibende Punkt, 
so konstruieren wir den entsprechenden Punkt P' in Bezug 



1) Grelles Journal, Band XXI, S. 132. 

2) Grelles Journal, Band XLVÜI, S. 105. 

3) Grunerts Archiv für Mathematik und Physik, 2. Reihe, Teil VIII, 
S. 416. 
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auf K\ d. h. wir fallen von P auf die Tangente des Punktes 
A das Lot PB und tragen auf der Verlängerung desselben über 
B hinaus BP' =:=PB ab. Dann ziehen wir P'A und bezeichnen 
den Schnittpunkt dieser Geraden und des auf PP' in P er- 
richteten Lotes mit C. Da PB=BP' und PC\\BA, so ist 
auch CA = AP\ Führt man nun von P' aus eine Ähnlich- 
koitstransformation im Verhältnis 1:2 aus, so geht also A in 
C, B in P und AB in CP über. Nun ist B ein Punkt der 
Fusspunktkurve von K' hinsichlich P', also P ein Punkt der 
zweimal vergrösserten Fusspunktkurve. Gleiches gilt für alle 
anderen Lagen der Kurve K. Der Ort der Punkte P ist also 
einmal die beim Rollen von K auf K' entstehende Rollkurve 
und andererseits auch die Kurve, welche aus der Fusspunkt- 
kurve von K' hinsichtlich P* hervorgeht, wenn man alle radien 
vectoren verdoppelt. Da nun K mit K' kongruent ist, und P 
zu K dieselbe Lage hat wie P' zu K\ so ist auch die Fuss- 
punktkurve von K hinsichtlich P kongruent mit der Fuss- 
punktkurve von K' hinsichtlich P'; dasselbe muss auch noch 
gelten, wenn man die radien vectoren der beiden Fusspunkt- 
kurven verdoppelt. Es ist nur eine ümkläppung um die 
Tangente des Punktes A nötig, um die beiden Kurven zur 
Deckung zu bringen. 

Wie schon Raabe anführt, kann man aus der Figur 3 so- 
gleich einen zweiten Satz folgern. Zieht man AP^ so ist diese 
Gerade Normale der entstehenden Rollkurve, weil A momentanes 
Drehcentrum ist. Wie wir gesehen haben, geht aber die Kurve 
der Punkte P aus der Fusspunktkurve von K' hinsichtlich P' 
hervor, wenn man alle radien vectoren verdoppelt, oder, was 
dasselbe ist, die Kurve der Punkte P ist selbst die Fusspunkt- 
kurve hinsichtlich P' von der Kurve K'\ welche aus K* her- 
vorgeht, wenn man alle radien vectoren verdoppelt. Das liefert 
die in folgendem Satz ausgesprochene, bekannte Normalen- 
konstruktion der Fusspunktkurven: 

Hfilfssatz 2: Verbindet man einen Punkt ilfi der Fusspunkt- 
kurve M einer Kurve K hinsichtlich eines Punktes P mit dem 
Mittelpunkt des zugehörigen radius vector von K^ so ist diese 
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Verbindungslinie die Normale der Fusspunktkurve M im 
Punkte Ml. 

Errichten wir jetzt noch auf AP im Punkte P ein Lot 
PD, so ist PD die Tangente der Fusspunktkurve von K" in 
diesem Punkte, da ja PA die Normale ist. Wie man leicht 
sieht, ist 

Z.APP =APP', daher wird 

^P'PD=^ — APP'=::^ — APP=P^CP. 

Nun ist C der dem Punkt A entsprechende Punkt von 
Jf" und CP die Tangente von ÜT" im Punkte C. Damit hat 
man den bekannten Satz erhalten: 

Hfilfssatz 3: Konstruiert man zu einer Kurve K die 
Fusspunktkurve M hinsichtlich eines Punktes P, so ist der 
Winkel zwischen der Tangente und dem radius vector eines 
Punktes von M gleich dem Winkel zwischen der Tangente und 
dem radius vector des entsprechenden Punktes von K. 

§ 3. Geometrische Ableitung der Bezieliuiig aus den 

Sfttzen von Ekama. 

Rollt eine Kurve K auf einer Kurve K' fort, so ist die 
Yerbindungslinie des augenblicklichen Berührungspunktes von 
K und K' und eines mit K fest verbundenen Punktes P in 
jedem Moment die Normale der von P erzeugten Rollkurve iNT. 
Rollt nun K um ein unendlich kleines Stück fort, so kann der 
Übergang der Normale aus einer Lage in die unendlich be- 
nachbarte auch durch zwei successive, infinitesimale Rotationen 
bewerkstelligt werden, nämlich durch eine Rotation um den 
beschreibenden Punkt P und eine darauf folgende Rotation um 
das bei der unendlich kleinen Rollung auftretende momentane 
Drehcentrum. Je nachdem diese Rotationen in entgegengesetztem 
oder gleichem Sinne erfolgen, muss man die durch dieselben 
erzeugten Sektoren addieren oder subtrahieren, um jenes vier- 
eckige Flächenelement der Rollkurve zu erhalten. Da nun die 
endliche Rollung aus solchen unendlich kleinen Rollungen 

2 
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zusammengesetzt werden kann, und die durch die erstere Art 
von Rotationen beschriebenen Sektoren sich zu einem Sektor K 
der Kurve K addieren, so findet man folgenden 

Satz Ton Grilbert^): Ein stetiger Bogen k^k^ einer Kurve 
K rolle auf einem stetigen Bogen k\ k^ einer Kurve K* ab, 
und es sei N^ der Flächeninhalt erster Art der dabei von einem 
mit K fest verbundenen Punkt P beschriebenen ßollkurve, K 
der Inhalt des Sektors P/q k^ und / der Inhalt des entsprechen- 
den Sektors einer Kurve, die man erhält, wenn man als 
radius vector die Verbindungslinie von P mit dem jeweiligen 
Berührungspunkt von K und K' und als Polwinkel den Winkel 
nimmt, um den sich K gedreht hat, um aus der ursprünglichen 
Lage in die eben betrachtete zu gelangen. Dann ist N^ = jfiT-f i, 
wenn man das Flächenstück / positiv oder negativ rechnet, je 
nachdem die Rotation der Normalen in der beweglichen Figur 
und ihre Rotation um das momentane Drehcentrum der RoJlung 
in entgegengesetztem oder gleichem Sinne erfolgen. 

Bezeichnet man die Yerbindungslinie von P mit dem 
augenblicklichen Berührungspunkt A durch r, die Kon'tingenz- 
winkel von K und K' im Punkte -4, die dem gleichen Bogen- 
eleraent ds = ds' entsprechen, mit dd^ und d&' und die Krüm- 
mungsradien mit Q und q\ so ist 

d^ = ^nnddO^ = ^' = ^- 
Q Q Q 

Lässt man zunächst zwei Bogen von K und K*^ die keine 

Wendepunkte besitzen, mit ihrer konvexen Seite auf einander 
rollen, so dass q und q' entgegengesetzte Richtung haben, so 
erfolgen die Rotationen der Normale um P und um das mo- 
mentane Drehcentrum der Rollung in entgegengesetztem Sinne. 
In der Gilbertschen Relation N= K-\- I ist also 

1= + ifr' (dd- + d&') = ijr^ {-+-)' *• 



1) Memoires couronnes de rAcademio de Bruxelles, tome XXX. 
Rocherches sur les propri6t6s des mouvements plans, presentes ä rAcademie 
ie 7 novembre 1857. 
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Bezeichnen wir den Flächeninhalt erster Art dieser Rollkurve 
jetzt mit Na, so haben wir: 

Rollt K auf der anderen Seite von K'^ so erfolgen beide 
Rotationen der Normalen in entgegengesetztem oder gleichem 
Sinne, je nachdem 

d&>dd^' oder dd'<dd^\ d. h. je nachdem 
Q* y Q oder ^' < ^ 
ist. Im ersteren Falle ist also / positiv zu rechnen, so dass 

/= + 1 /r 2 (dd- — d&') = +^ r4- — -\ds ist. 

Im zweiten Falle ist I negativ zu rechnen; dann wird also 

I=—i r^d&'--d^)==i-^jr^dd'--da')==+^jr^^—-\'ds. 

Bezeichnen wir die Fläche erster Art der Rollkurve, welche 
sich bei dieser Rollung ergiebt mit Ni^ so ist also in beiden 
Fällen: 

5) Ni=K+I=K-\'^lr4- — -yds. 

Diese Formeln, die den Ausdruck des Gilbertschen Satzes 
bilden, finden sich schon bei Steiner; Steiner setzt nur^) 

W=K+^Jr^'dd^ T=^fr^.d&\ so dass 

JV« = Tr+ T und JV;- = TT— T wird. . 
Gerade diese Steinersche Form der Gleichungen 4) und 5) 
legt die Addition derselben nahe; man erhält dadurch: 

ß) Na + Ni = 2. W=2.K'\'j-.ds. 

Diese Gleichung lehrt, dass die Summe Na + Ni unabhängig 
ist von der Kurve K'. Sie wird sich also nicht ändern, wenn 
man K auf einer andern Kurve K* um dieselbe Strecke fort- 



1) Steiners Werke, Band II, S. 139 und 140, Formel 96, 97 und 101. 
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rollen lässt. Diese Überlegungen hat erst Ekama ausgeführt 
und dieselben in folgendem Satze ausgesprochen^): 

1. Satz TOn Ekama: Die Summe der Flächen erster Art 
der Rollkurven, welche derselbe Punkt P beschreibt, wenn 
eine Kurve K, mit der er fest verbunden ist, einmal äusser- 
lich und einmal innerlich auf einer Kurve K' um denselben 
Bogen fortrollt, ist unabhängig von der gewählten Kurve K'. 

Besitzen die Kurven K und K' Wendepunkte, so wird 
sich bei jedem Wendepunkt allerdings das Verhältnis von Na 
und Ni vertauschen; das Resultat der Summation wird aber 
doch dasselbe bleiben, so dass den Kurven K und K* im 
Ekamaschen Satze nur die Beschränkung der Stetigkeit auf- 
zuerlegen ist. 

Besitzen die aufeinander rollenden Bogen keine Wende- 
punkte, und ist 7ia die Bogenlänge der bei äusserem Rollen und 
Ui die Bogenlänge der bei innerem Rollen entstehenden Roll- 
kurve, so ist 

7) na=Jr{dd'-\-d&') 

8) ni =fr (da — da'). 

Rechnet man 7ii negativ, sobald die Rotationen der Normale 
um P und um das momentane Drehcentrum in gleichem Sinne 
erfolgen, so ist also stets: 

9) ria +ni=2 >fr . d;9^ = 2 . /- . ds. 

Diese Formel ist allgemein gültig, da bei der Existenz von 
Wendepunkten die Formeln für na und 7ii zwar an jedem 
Wendepunkte ihre Rolle tauschen, das Resultat der Addition 
dadurch aber nicht geändert wird. Es gilt also der 

2. Satz von Ekama: Die Summe der Bogenlängen der 
Rollkurven, welche ein mit einer Kurve K fest verbundener 
Punkt P beschreibt, wenn dieselbe einmal auf der einen Seite 
und einmal auf der anderen Seite einer stetigen Kurve K' um 
denselben Bogen fortrollt, ist unabhängig von der Kurve K\ 

1) Grunerts Archiv für Mathematik und Physik, 2. Reihe, Teil VIII, 
S. 393. 
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Der erste Satz von Ekama bezieht sich auf den Flächen- 
inhalt erster Art. Von demselben unterscheidet sich der Flächen- 
inhalt zweiter Art nur um die Differenz zweier gewissen Drei- 
ecke. Wie man leicht erkennt, ist der Inhalt dieser Dreiecke 
aber gleichfalls unabhängig von der Kurve K', Daher folgt 
aus dem ersten Ekamaschen Satze der 

Satz: Die Summe der Flächen zweiter Art der Rollkurven, 
welche ein mit einer stetigen Kurve K fest verbundener Punkt 
P beschreibt, wenn dieselbe einmal äusserlich und einmal 
innerlich um denselben Bogen auf einer stetigen Kurve K' 
fortrollt, ist unabhängig von der Kurve K\ 

Mit Hülfe dieses Satzes und des zweiten Satzes von Ekama 
kann man nun leicht die in diesem Abschnitte behandelte Be- 
Ziehung finden. Ein stetiger Kurvenbogen k^ k^ möge zunächst 
auf beiden Seiten einer Geraden G rollen. Bezeichnet man 
den Flächeninhalt zweiter Art der entstehenden Rollkurven 
mit iVg und ihre Bogenlänge mit n^ so ist die Summe der 
beiderseitigen Flächen gleich 2 • N^ und der beiderseitigen Bogen 
2.7^. Darauf möge der Kurvenbogen k^ k^ einmal äusserlich 
und einmal innerlich auf einem kongruenten Kurveubogen in 
symmetrischer Lage rollen. Ist N\ die Summe der Flächen- 
inhalte zweiter Art und n^ die Summe der Bogenlängen der 
beiden Rollkurven, so ist infolge der soeben bewiesenen Sätze: 

10) 2>N^ = N\ 2'7i = 7i\ 

Bei dem innerlichen Rollen unserer kongruenten Bogen 
aufeinander entsteht nun gar keine Kurve, da überhaupt keine 
Rollung möglich ist. Beachtet man die aus Formel 5) für diesen 
Fall sich ergebende Bedeutung von iVi, so ist also in Figur 4: 

N\ = P PF P n = PP\ 
Bezeichnet man den Flächeninhalt des Fusspunktbogens von 
AB resp. k^ k^ hinsichtlich P mit M und seine Länge mit m, 
so ist vermöge des Hülfssatzes 1: 

1 1) iV^; = PPP'P= 4 . M n = FP'= 2 . m. 
Aus den Gleichungen 10) und 11) erhält man wieder die 
Gleichungen: 3) 2.if=iV2, m=^n. Damit sind die Theoreme 
I und II auf andere Art bewiesen, 



— 22 — 

Auf die Relation 2n==n macht schon Ekama aufmerksam. 
Er kennt auch den hier benutzten Hülfssatz 1, hat aber trotz- 
dem nicht bemerkt, dass dann nur noch ein kleiner Schritt zu 
thun ist, um die Steinerschen Sätze zu erhalten. 



§ 4. Geometrische AMeitimg der Beziehung nach 

Habich. 

Um den Satz von Habich abzuleiten, möge eine auf einer 
Geraden G rollende Kurve K in irgend einer Lage betrachtet 
werden (Figur 5). Man verbinde den augenblicklichen Be- 
rührungspunkt Ä mit dem erzeugenden Punkte P und fälle 
von P auf G das Lot PB. Dann ist B der der augenblicklichen 
Lage von P auf der Rollkurve entsprechende Punkt der Fuss- 
punktkurve von K hinsichtlich P. Halbiert man AP in C und 
zieht J9C, so ist nach dem Hülfssatze 2 SC die Normale dieser 
Fusspunktkurve im Punkte B; ferner ist PC die Normale der 
Rollkurve im Punkte P. Werden auf BC in B und auf PC 
in P die Lote BD und PE errichtet, so sind dieselben daher 
Tangenten der Fusspunktkurve M und der Rollkurve N von K 
in einander entsprechenden Punkten. Entsprechende Punkte von 
M und N sind dabei solche, die demselben Punkte A von K 
zugeordnet sind. Zieht man durch C eine Parallele zu G und 
klappt die Figur um dieselbe herum, so fällt, da CP= CB und 
^EPB = DPB ist, der Punkt B so auf die ursprüngliche 
Lage des Punktes P, dass die Fusspunktkurve und die Roll- 
kurve sich in diesem Punkte berühren; der Punkt P hingegen 
wird aus seiner ursprünglichen Lage in den auf G gelegenen 
Punkt B übergeführt. In jeder anderen Lage von K besteht 
eine analoge Zuordnung zwischen den dem augenblicklichen 
Berührungspunkte zugeordneten Punkten der Fusspunktkurve 
und der Rollkurve. Sind B und P einander entsprechende 
Punkte, so fällt also der erzeugende Punkt stets in die Gerade 
ö, wenn man M in eine solche Lage gegen N bringt, dass B 
auf den früheren Ort des Punktes P fällt, und dass 31 und N 
sich in diesem Punkte innerlich berühren. 
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Den unendlich benachbarten Punkten A^ und ^g ^^^ ^ 
seien nun auf M die Punkte B^ und B^ und auf N die Punkte 
P, und P^ zugeordnet ; dann sind B^ und P^ , sowie B^ und 
P2 Punkte, die im Sinne des obigen Resultates entsprechende 
Punkte genannt werden. Kann man dann zieigen, dass P1P2 
= PjP2 ist, so ist klar, dass der Übergang aus der berührenden 
Lage von M und N in B^ und P^ zur Berührung in B^ und Pg 
durch eine Rollung von M auf N bewerkstelligt werden kann. 

Die Gleichheit dieser Bogenelemente ist im Vorhergehenden 
bereits analytisch bewiesen worden. Die zweite Gleichung 2) 
auf Seite II spricht das gewünschte Resultat schon aus. Man 
kann dasselbe aber auch leicht geometrisch finden. In Figur 6 
ist die Kurve K so gezeichnet , dass Ä^ der augenblickliche 
Berührungspunkt mit der Geraden O ist, der erzeugende Punkt 
P befindet sich dabei in der Lage P^. Dreht sich K so weit 
um^i, dass Ä^A2=ds auf G fällt, so gelangt Pin die LagePg. 
Der Winkel, um den sich K dabei gedreht hat, ist gleich dem 
Winkel zweier aufeinander folgender Bogenelemente ds von 
iT, d. h. gleich dem sogenannten Kontingenzwinkel d&. Be- 
zeichnet man A^P^=A^P2 mit r, so ist also 

PiP2=r.d^. 
Die Figur 7 zeigt die Kurve K mit den Tangenten in den 
unendlich benachbarten Punkten A^ und Jg- ^^^ P sind auf 
dieselben die Lote PPj und PPg gefällt. Dann ist Zl B^A^B^ 
= dd^. Da PB^B^A^ ein Sehnen viereck ist, so muss ZU^P^Pg 
= AiPB2 sein. Aus dem Dreiecke A^^B^B^ findet man: 

B^B2 : sin dd == A^B.^ : sin A^B^B^^ 
und aus dem Dreiecke A^PB.^ ergiebt sich: 

A^B^ = A^P . sin A^PB^, 
oder, wenn man A^P wieder mit r bezeichnet: 

A^B^=r- sin A^PB^, 
Setzt man das ein, so erhält man: 

P^Pg = r . sin dd-. 
Unter Yernachlässigung unendlich kleiner Grössen von höherer 
Ordnung ist nun sindd^ = dd^. Demnach ergiebt sich: 

P^P2=B^B2=r.dd'. 
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Fasst man diese Betrachtungen zusammen, so kann man 
dieselben in folgendem Satze aussprechen: 

Satz Yon HaUch: Rollt eine ebene Kurve K auf einer 
Geraden O und beschreibt dabei ein mit K fest verbundener 
Punkt P die Eollkurve iV, so beschreibt P, wenn die Fuss- 
punktkurve M von K in Bezug auf den Punkt P auf N rollt, 
die Gerade Ö. 

Dass aus diesem Satze das Theorem II gefunden werden 
kann, bedarf keiner Erörterung; denn man muss dasselbe ja 
mitbeweisen, wenn man den Satz von Habich erhalten will. 
Aber auch das Theorem I lässt sich aus diesem Satze folgern. 
Man denke sich M innerlich auf N rollend und bezeichne wie 
gewöhnlich den Flächeninhalt der Fusspunktkurve mit Jf und 
den Flächeninhalt zweiter Art der Rollkurve mit N.^. Sind d&[ 
resp. d^" die Kontingenzwinkel der Rollkurve resp. der Fuss- 
punktkurve in entsprechenden Punkten, so ist nach Formel 5) 
Seite 16: 

N^ =^M-\- \Jr^ (dd-' — dd-'\ 

Bezeichnet man in Figur 5 den Winkel PAB mit a und den 
Winkel, den die Tangente PE der Rollkurve mit G bildet, 

mit ß^ so ist 

/? = — — a, also dß = — da. 

Nun ist dß aber nichts Anderes als der Kontingenzwinkel dd-'^ daher 

dd-' = — da. 
Dann ziehe man von P aus irgend eine Gerade, die man sich 
mit K fest verbunden denken möge. Ist F der Schnittpunkt 
derselben mit BD.^ und bezeichnet man den Winkel PFB mit 
y und den Winkel BPF mit y, so ist 

y = 7t — (y-f a); 
denn nach Hülfssatz 3 ist 

^PBF=PAB = a. 
Da nun dy gleich dem Kontingenzwinkel dd^" von M sein muss, 
so ergiebt sich: 

dB-" = dy= — d(p — da. d&' = — rf«, also 

d&' — dd-" = dcp. 
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Demnach wird 

^fr^ {d^ — dd-'') = i/r» .d(p = M, also 

iV^2 = 2.if. 

§ 5. Über die geometrische Bedeutung und die Bereeli- 
nung der Yorkommenden Integrale. 

Es fragt sich , was ^ unter den vorkommenden Integralen 
geometrisch zu verstehen ist, wenn die Fusspunktkurven oder 
Rollkurven irgend eine komplizierte Gestalt annehmen. Die 
Antwort auf diese Frage giebt für Integrale der Form Jr^^dq) 
die folgende Regel von Gauss (Fig. 8): 

Regel von Oauss: Ist die begrenzende Kurve geschlossen 
und durchschneidet sich mehrfach, so versehe man, wenn der 
Pfeil den Integrationssinn andeutet, die einzelnen Flächenstücke 
in der Weise mit KoefBcienten , dass man dem Aussenraume 
den Koeffizienten und zwei an einander angrenzenden Flächen- 
stücken um 1 verschiedene Koefficienten giebt, so dass das 
rechts vom Pfeil befindliche Flächenstück den kleineren Koeffi- 
zienten besitzt, w^enn man auf der Kurve stehend im Pfeil- 
sinne blickt. Das Integral ist dann gleich der algebraischen 
Summe der einzelnen Flächenstücke, wenn man jedes Flächenstück 
vorher mit dem ihm zugeordneten Koefficienten multipliziert 

Diese Regel giebt uns unmittelbar die Bedeutung der 
Fusspunktflächen auch bei komplizierten Formen derselben an. 
Ist die gegebene Kurve K geschlossen, so ist die Fusspunkt- 
kurve ebenfalls geschlossen. Bei Betrachtung der Fusspunkt- 
fläche eines Kurvenbogens k^ k^ hinsichtlich eines Punktes P 
hat man die Endpunkte des Fusspunktbogens von k^ k^ mit P 
zu verbinden und die Gauss'sche Regel auf den dadurch ent- 
stehenden geschlossenen Linienzug anzuwenden. 

Bei den Rollkurven hat man eigentlich Integrale von der 
Form Jy'dx. Wenn man sich aber vorstellt, dass man um die 
ganze Begrenzungslinie herum integriert, indem man dabei irgend 
einen Punkt der Ebene als Anfangspunkt eines Polarkoordinaten- 
systems betrachtet, so ist klar, dass damit diese selbe Fläche 
durch ein Integral der Vorm jr^-dcp ausgedrückt wird. Die 
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Gauss'sche Regel liefert also auch hier die geometrische Be- 
deutung der Flächen, wenn man nur jedes Mal in richtiger 
Weise einen geschlossenen Linienzug herstellt, was bei der 
Fläche zweiter Art einer Rollkurve, die entsteht, wenn ein 
Kurvenbogen ky^ k.^ auf einer Geraden O rollt, so zu geschehen 
hat, wie die Figur 9 zeigt. 

Die Anwendbarkeit der Gauss'schen Regel wird durch 

* 

Ecken oder Spitzen, die an den Begrenzungslinien auftreten, in 
keiner Weise beeinträchtigt. Doch muss auf solche Spitzen und 
Ecken deshalb geachtet werden, weil sie bei der Berechnung der 
vorkommenden Integrale eine Zerlegung derselben nötig machen. 
Wetzig betrachtet zwei Fälle, wo solche Zerlegungen bei Fuss- 
punktkurven nötig werden. Den Wendepunkten von K ent- 
sprechen nämlich Spitzen von -M, und zwar solche Spitzen, bei 
denen beide Kurvenzweige nach derselben Seite hin gekrümmt 
sind. Diese Spitzen ' machen natürlich eine Zerlegung not- 
wendig. Eine Zerlegung wird auch dann erforderlich, wenn 
sich von P aus eine Tangente an K ziehen lässt; alsdann geht 
M durch P hindurch. Doch ist die Notwendigkeit dieser Zer- 
legung dem Umstand zuzuschreiben, dass durch die Verbindungs- 
linien von P mit den Endpunkten des Fusspunktbogens bei P 
Ecken auftreten. Lassen sich von P aus v Tangenten an K 
ziehen, so wird P ein v-facher Punkt von M. Liegt P auf K^ 
so wird P eine Spitze von ikf, in deren Nähe beide Kurven- 
zweige nach entgegengesetzten Seiten gekrümmt sind. 

Analoge Erscheinungen treten bei den Rollkurven N auf, 
Wendepunkten von -ff entsprechen wieder Spitzen der ersten Art; 
Spitzen der zweiten Art treten auf, wenn P auf K liegt. Jeder 
Tangente, die sich von P an Anziehen lässt, entspricht ein Schnitt- 
punkt von N mit der Geraden G. Bei der analytischen Ausrech- 
nung der Integrale muss man also die Wendepunkte von Kund die 
Tangenten bestimmen, die sich etwa von Paus an ^'ziehen lassen. 

Was die Berechnung der Integrale für die Bogenlängen 
anbelangt, so sind dabei nur die Spitzen der Kurven M und N 
zu beachten. Solche treten auf, wenn K Wendepunkte besitzt, 
oder wenn P auf K liegt. Die geometrische Bedeutung der 
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Bogenlänge in diesen Fällen erkennt man leicht aus der Gleichung 

von Seite 20. Dieselbe lehrt, dass die Bogenlänge an den 
Spitzen der ersten Art, welche Wendepunkten von K entsprechen, 
ihr Vorzeichen ändert, jedoch nicht an den Spitzen der zweiten Art 



IIL Der Irrtum Steiners in seinen 
Betrachtungen über die Fusspunktkurven. 

§ 1. Der Fehler In Steiners Betrachtungen. 

Betrachtet man das Theorem I, das sich bei drei ver- 
schiedenen Ableitungen immer wieder bestätigt gefunden hat, 
so zeigt sich in der That, dass dasselbe zu Steiners Ergebnissen 
in Widerspruch steht. Denn nach Steiner ist der doppelte 
Flächeninhalt der Fusspunktkurve gleich dem Flächeninhalt 
erster Art der Kollkurve, nach diesem Resultate aber gleich 
dem Flächeninhalte zweiter Art. Diese beiden Flächeninhalte 
einer Rollkurve sind aber im Allgemeinen verschieden. 

Dieser Widerspruch beruht auf einem Irrtum, der Steiner 
widerfahren ist. Um das zu zeigen, werden zunächst Steiners 
Betrachtungen hier wiedergegeben. Steiner zeichnet (Figur 10) 
ein konvexes Vieleck ABCD . . ., fällt von einem Punkte P auf 
die Seiten desselben die Lote PJ^, PB^^ PC^ . . . und bezeichnet 

■ 

das Vieleck A^B^C^ ... als das Fusspunktenvieleck von ABCD . . . 
hinsichtlich des Punktes P. Ferner werden PA^ PB^ PC... 
mit a, i, c... und die Aussenwinkel des Vielecks mit a^ ß^ y.,. 
bezeichnet. Diese Aussenwinkel sind gleich gewissen Winkeln 
bei P, so ist der Aussenwinkel bei B gleich ^A^^PB^, Be- 
zeichnet man noch ^A^PB mit fi und Z-B^PB mit r, so ist: 
2 . A^FB^ — A^PB^B = A^PB^ — A^BB^ 

= \PA^ . PB^.sifiß^ \BA^ . BB^.sin {jc — ß) 

= \ sin ß {PA^ . PPi — BA^ . PPJ 

= \ sin ß (b . cos /.i^b^cosv — b* sin fx^b* sin v) 

= l b^ > sin ß ' cos ß = ^ b^ >sin2 ß 

2 . A^PB^ — A^PB^B== 1 i2 . ^in 2 ß. 
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Man erhält eine fortlaufende Reihe analoger Gleichungen und 
durch Addition derselben: 

Bezeichnet man einander entsprechende Sektoren des gegebenen 
Vielecks und des Fusspunktvielecks mit Ä und äW, so ist also: 

1) 2'3R = St + i'2b^.sin2ß. 

Werden die Seiten des gegebenen Vielecks unendlich klein, so 
geht dasselbe in eine Kurve K über, die Strahlen a, 6, c . . . 
in die radien vectoren r derselben und die Winkel a^ ß^ y . , , 
in ihre Kontingenzwinkel dd^. Werden entsprechende Sektoren 
von K und seiner Pusspunktkurve hinsichtlich P wieder mit 
K und M bezeichnet, so geht also die Gl. 1) über in die 
Gleichung: 

2 . M= K+ \Jr^ . sin 2 . dd^. 

Unter Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer 
Ordnung ist nun sin2dd^ = 2dd'^ also 

2) 2'M=K+ifr'^>dd^==K+^j—'ds, 

wenn noch ds das Bogenelement von K und q der Krümmungs- 
radius ist. 

Das sind mit geringen Änderungen in der Bezeichnung 
die Betrachtungen und Formeln von Steiner. Auf Grund der- 
selben findet er, dass der doppelte Flächeninhalt der Fusspunkt- 
fläche gleich dem Flächeninhalt erster Art der Kollkurve ist. 
Betrachtet man nun aber die Figur 10, so erkennt man, dass 
sich eine solche Figur nur unter ganz speziellen Annahmen 
ergiebt. Das Charakteristische derselben besteht nämlich darin, 
dass die Fusspunkte der Lote von P auf die Seiten des Viel- 
ecks AB CD,,, alle zwischen den Endpunkten der Seiten 
AB, BCj CD,., liegen. Das wird jedoch im Allgemeinen 
durchaus nicht zutreffen, setzt also eine spezielle Lage des 
Punktes P voraus. Bedenkt man nun, dass ja dieses Vieleck 
nur ein vorläufiger Ersatz einer Kurve sein soll, so hat man 
noch viel weniger ein Recht, eine solche spezielle Lage des 
Punktes P anzunehmen. Berechtigt wäre eine solche Figur 
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nur, wenn man die Fusspunktkurve eines Kreises hinsichtlich 
seines Mittelpunktes als Pol betrachten wollte. Im Allgemeinen 
fallen die Fusspunkte der Lote gerade nicht zwischen die End- 
punkte der Seiten; das würde nur für die Fusspunkte der 
Normalen von P an die Kurve K zutreffen. Steiners Figur 
ist also nicht nur speziell, sondern giebt die Verhältnisse einer 
Kurve sogar unrichtig wieder. Es wäre ja allerdings möglich, 
dass sich dieselbe Formel ergäbe, wenn man die richtige Figur 
zeichnet. Das ist aber nicht der Fall; es ergiebt sich dann 
eine etwas andere Formel. 

§ 2. Verbesserung der Steinerschen Betrachtungen. 

In der Figur 11 sind von P aus auf die Seiten des Viel- 
ecks ABC.,, die Lote PA^^ PB^^ PC^ , , , gefallt, so dass 
A^ B^ Cj . . . das Fusspunktenvieleck von ABC. , . hinsichtlich 
P ist. Setzt man zl BPB^ = ^ und zl BPA^ = v, so erhält 
man unter Benutzung analoger Bezeichnungen wie vorher: 

2 . A^PB^ — APB 
= A^PB^ + A.BPB^ — BPA^ — (APA^ — BPA,) 
= A^PB, + A^BPB^ — APAi 
= A^PB^ + A^BB^ + BPB^ — APA^ 
= ^BA^'PB^.sinß + ^BA^.BB^.sinß+BPBi — APA^ 
= l^sinß{PA^ . PB^ + BA^ . BB^) + BPB^ — APA^ 
= ^ sin ß {b cos v • i • cos f^-\-b» sin v • 6 • sin i,i) + BPB^ — APA^ 
= ib^'Sinß.cos(fi — v) + BPB^ -- APA^ 
= {b^*sin2ß+BPBi—APAi. 
Man findet eine Anzahl analoger Gleichungen: 
2 . A^PB^ — APB = {b^ . sin2ß+ BPB^ — APA^ 
2 * B^PC^— BPC = lc^ 'Sin2y + CPCi — BPB^ u. s. w. 
Durch Addition aller dieser Gleichungen ergiebt sich: 

2 • SA^PBi— 2APB={2b^.sin 2ß + ZPZ^ — APA^, 
wenn ZPZ^ das letzte der auftretenden Dreiecke ist. Setzt 
man APA^ = Ai und ZPZ^ = /\^ und bedient sich im Übrigen 
derselben Bezeichnungen wie im vorigen Paragraphen, so er- 
giebt sich: 

3) 2.3R = !^ + i2b^.sin2ß + /S2—/Sv 
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Macht man den Übergang vom Vieleck zur Kurve, so erhält 
man durch analoge Schlüsse wie in § 1 : 



=x+ j'^ 



4) 2.M=K+^I -.*? + A2-Ai. 

Ist Ai=A2) so sind also Steiners Formeln richtig und 
damit auch alle Schlüsse, die Steiner daran aftknüpft. Bei 
einer geschlossenen Kurve ist nun stets Ai=A2- Solange 
Steiner geschlossene Kurven betrachtet, sind also alle seine 
Untersuchungen richtig, jedoch nicht mehr, sobald er zur Be- 
handlung eines ungeschlossenen Kurvenbogens übergeht. Es 
ist der doppelte Flächeninhalt des Fusspunktbogens nicht gleich 
dem Flächeninhalt erster Art der ßollkurve, sondern gleich 
dem Flächeninhalt erster Art vermehrt um A2 — An ^^^ ^^^ 
ist der Flächeninhalt zweiter Art. 

§ 3. Ableitung einiger Formeln. 

Man betrachte die Fusspunktkurve einer gegebenen Kurve 
K hinsichtlich eines Punktes P und wähle P zum Anfangs- 
punkt eines Polarkoordinatensystems und eine beliebige Gerade 
Px als Grundstrahl. In Bezug auf dasselbe möge die Kurve K 
dargestellt werden durch die Gleichungen r = r{t)^ cp = q){t). 
Die Koordinaten des dem Punkte A oder r, q) von K ent- 
sprechenden Punktes A^ der Fusspunktkurve seien rj, q)^. 
Bezeichnet man noch das Bogenelement von K mit ds und 
den Winkel PAA^ mit a, so ergiebt sich aus der Figur 12: 

5) q>^—(p = -- — a 

6) r^=r^ cos (y^ — (p)=:r* sin a. 

Nach bekannten Formeln über Polarkoordinaten ist ferner 

„, . dw dr , ' dw 

7) sm a = r' -r- cos a = 7- tg a= —7'» -^-^ 

^ ds ds ^ dr 

Bezeichnet man noch den Kontingenzwinkel von K im Punkte 

A mit dd" und den Krümmungsradius mit ^, so ist nach einer 

dd- 1 
bekannten Formel der Kurventheorie —,— = — . Da nun PA^ 

ds o 
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senkrecht auf der Tangente von K steht, so ist d& = d(p^. 
Daher ist bei der Fusspunkttransformation 

dcp^ ^d& ^1 
äs äs q' 

Nach Formel 5) ist da = dcp — rf^^, daher 

_^ da sina 1 
ds r Q 

man vergleiche die erste Formel 7) and die Formel 8). 

Nun findet man 

dr. d . , dr da 

—r- = -r- f • S171 a = Sin a • -^r- + ^ cos a • —r- 
OS ds ds ds 



fstna 1\ 

= — sm a • cos a-\-r cos a ( 1 

\ r of 



r 

= • cos a 

Q 

und d dr . da 

r . cos a = cos a • -z r sm a • 



ds ds ds 



= — cos^ a — rsin 



(sm a 1\ 
r Q/ 



T . 

= — IH »sina. 

Man hat also: 

10) -^i-r*sma=^ »cosa -^-rcosa^^^ — 14 — sma. 

ds Q ds Q 

Ferner gelten die folgenden vier Formeln: 

d . . ^ • / N 

r*sma*smif^= — 'Sm(a — yj) 



ds ^^ Q 

d . ^ / N 

-r- r • sm a • cos cpi = cos (a — cp* ) 

11) ds ^^ Q ^ 

d . • , ^ / N 

r . cos a • sm cpi= — sm g)^-] cos [a — y^) 



d . r 



-j- r . cos a • cos cp^= — cos ^i + — • sin (a — cpi). 
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Die erste und dritte derselben findet man in folgender 
Weise: 

d . . d . , . dff^ 

-r- T • stn a • stn f/>, =sin rr, • -i— r»sina-\-r» sin a • cos (/», • — ; 
ds '* '^ ds ^^ ds 

= COS a • sin ff. -\ sin a • cos er, 

Q Q 

T 

= — • sin {a — yi ). 

d . . d . drr, 

-^ r • cos a • 5^^^ cp^ = s«w y^ • -=- rcos a-{-r cos a • cos ip^ • — ^-^ 

(7* . \ V 
— 1 + — si7i al -| cos a • cos q^^ 

V 

= — sin cpi-\ • cos (a — (p{). 

Infolge der Formeln 11) ergiebt sich leicht: 

12) -j- r • sin (p = cos q^i -r-r'COS(f = — sifiq)^. 

Denn es ist z. B. : 

d , d / , X 

r • s^/^ y = — -y- r • cos (a + q)^) 



ds ^ ds 

d d , . 

== =— r • cos a • cos qn. + -r- ^' • ^^'^ « • ^^^ ^Ti 

tfo ^'^ ds ^ 

=^cosq)^. 
Aus den Formeln 11) erhält man auch die Formeln: 

r . sin (a — <fi) = sin (p^ — 2 — cos (a — cp^) 



— -z- r • cos (a — qpi) =cos(pi — 2 — sm (a — 9)1). 

Den beiden ersten Formeln 11) kann man auch folgende 
Gestalt geben: 

-7- r^ . sin (p^ = — (2r^» cos <Pi —r» cos y) 
Ti • COS g>i = (S**! • sin q^i — r • sin qi) 



ds ^ ^' Q 
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Es ist Dämlich: 

. . d . . d . 

7\=v sm a, also -j- ^* • ^^^< « • stn y^ = -z- r^ • szn y^, 

/* ^ . 

und — sin {a — (fi) = — {^i^ cc • cos qpj — cos a • ^Vi cf^) 

= — ( 2 5//* a • co,s- (p^ — sin (« + ^i)) 

= (r cos y — 2ri • cos ^i). 

Entsprechend findet man die zweite Formel 14. 



§ 4. Analytische Ableitung der verbesserten Formel 

Ton Steiner. 

Aus den Gleichungen 6) und 8) ergiebt sich: 
r,2— f-L = — g^j^2cc-^ — n —cos^a). 

dS Q Q ^ 

Aus r.*— T^ = — sin^ a folert unter Benutzuno: der zweiten 
ds Q ^ 

Formel 10): 

r^ 2 . _^1. =r= /• , sin a ( 1 + 71- ^ cos a| 

15) r.^.— ^ = r •se/iof 4-r.s^^^a•-^-r .coscf. 
ds ds 

dcf> v^ 
Aus r. 2 . — ^ 1= — (1 — cos'^ a) erhält man analoür unter Be- 
ds Q ^ ° 

nutzung der ersten Formel 10): 

16) ri^.— f-L = ^-rcosa•-^-r•s^/^a. 

^ ds Q ds 

Addition dieser beiden Formeln liefert: 

2^1 • —7^ =? ^ • s*/i ccA h -T- (^ • sin a) (r • cos a). 

ds Q ds ^ ^ ^ 

Unter Beachtung der ersten Formel 7) findet man also: 

17) r^^ . dq^i = | r^ . dr/) + 4 <fe + i^ (^ • ^^^ «) • (^ ^os a). 

3 
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Benutzt man wieder die gewohnten Bezeichnungen, so 

erhält man bei der Integration zwischen den Grenzen t^ und ig • 

/^t f. 

18) 2*M=K+^ '—'ds + \\{r.sina)>{r.cos^)Y' 

Nach Figur 12 ist r sin a = r^ = PA^ und rcosa=AA^^ 

daher ist 

1 (r sin a) {r cos a) = APA^ = /\. 

Die Gleichung 18) ist also keine andere als die auf Seite 30 
erhaltene Gleichung 

Der Gleichung /\=}^(rsina) (rcosa) zufolge ist /\ 
negativ zu rechnen, wenn a ein stumpfer Winkel ist Das 
muss auch in der Formel 

^2=^l + A2-Al 

auf Seite 6 berücksichtigt werden. Damit diese Formel in den 
Figuren auch dem Vorzeichen nach stimmt, sind dieselben alle 
so gezeichnet, dass a ein spitzer Winkel ist. 



IV. Vergleichung der Flächeninhalte der 
oo' Fusspunktkurven einer gegebenen 

Kurve. 

§ 1. Ableitung der Fundamentalformel. 

Man betrachte eine Kurve K und ihre Fusspunktkurven 
M und M' hinsichtlich zweier verschiedener Punkte P und P\ 
Diese Punkte wähle man als Anfangspunkte zweier verschiedener 
Polarkoordinatensysteme mit parallelen Grundstrahlen Px und 
P'x. Die Koordinaten eines Punktes A. der Kurve K in 
Bezug auf diese Koordinatensysteme seien r, cp resp. r\ cp\ die 
Koordinaten des dem Punkte A entsprechenden Punktes A^^ 
von M in Bezug auf das erste System seien r^, qp^ und die 
des entsprechenden Punktes A\ von M' in Bezug auf das 
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zweite System r\^ cp\. Bezeichnet man die Winkel PAA^ und 
P'AA\ mit a und a und die Koordinaten des Punktes P' in 
Bezu^ auf das Koordinatensystem Pxy mit u und v, so liefert 
die Figur 13 die Formeln: 

r' . sin a =r sin a — {u cos rp^ -|- ^' ^*^* ^i) 
r • cos a =r cos a — {u sin q^i — v cos q^^). 

Bezeichnet man Sektoren von K, M und M', die dem- 
selben Bogen Ic^ k^ von K entsprechen mit K', K, M', M, 
so dass 

K' = \i r^'dq)' K^U r^>dq> 



M 



ist, so wird nach Formel 18) auf Seite 34 



2.M' = K' + \j r'^. — + ^[{r'sina') {r'eosa')\ 

•^ 1 1 

2.M=K+\lr^. — + ^[{rsina) {rcosa)\ . 

Durch Subtraktion dieser Formeln erhält man: 

2) 4:.{M' — M) = 2{K' — K)+I (r'2 - r») 



. / (r'2 — r»; 



Q 

2 



-|- I {r sin a') (r' cos a) — (r sin a) (r cos a) I . 



Durch Quadrieren und Addieren der Formeln 1) ergiebt sich : 

r'* = r^ — 2r sin a (u cos cpi-^v sin y^) 

— 2 r cos a {u sin cp^ — v cos cp^ -\-u'^-\-v^ 

^'2 — /•2 = — 2»u 'T^sin (a -j- cpi) + 2 1' »rros (a + 'Ti) + '^^ + ^^• 
Ferner erhält man aus den Formeln 1): 

(r' sin a) (r' cos a) — (r sin a) {r cos a) 

= — ur cos (a — ^i) + ^ ^ sin (a — cp^) 
+ w2 sin cpi • cos yi — UV {cos^ q)^ — sin^^ ^i) — v^ sin qp^ • cos y^. 

3* 
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Setzt man diese Werte in die Formel 2) ein, so geht die- 
selbe über in 

S) 4:{M' — M) = 2[K'-K)-ul U'>ds-vj V'^ds 

-\-\tt'- ((fi + sin (p^ cos fpi) — ?ir (cos^ ip^ — sin^ y^) 

wobei gesetzt worden ist 

T d 

Z7' = 2 — sin (a + q^i) -|- -r- ^ cos (a — y^) 

^^ , ^ r d . 

F' = — 2 — cos (a + ^i) — -7- r sin {a — (f^ ). 

Infolge der Gleichungen 13) von Seite 32 wird 

U' = 4: — COS (fi — cos cpi 

F' = 4 — 5myi —sincf^. 
Substituiert man diese Werte in die Formel 3), so erhält man: 
5) 4:(M' — M) = 2'(K''-K) — iul r^coscp^dcp^ 

/2 /^2 2 

r^ sin qpi d(f^ + / (u cos cp^ -\- v sin (pi)ds -\-\ 1 

•^ 1 1 
Zufolge Formel 7) Seite 30 wird nun 

2 '[K' — K)= I (r^dcp' — r^dcp)r= I (r sina — rsina)ds 
oder nach Formel 1) Seite 35 

r 

2 (K' — K) = — / (u cos rjpi -f- ^' 5*^^ yi) ^• 

In der Formel 5) hebt sich also das erste gegen das vierte 
Glied. Setzt man noch 

6) U=l r^ cos q^i ' dcpi ^^^ / ^1 sin cp^ • dcpi^ 
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so erhält man also 

7) 4.[M' — M) = — 4:uU—4.v V 

+ I u^ {cpx + sin (f^ • cos qpi) — uv {cos^ y^ — sin'^ cp^) 

-\- v^ {q^i — sin q)^ • cos qpi) 1 . 

So gelangt man zu Gleichung 7), wenn man Steiner nach- 
ahmen will, der bei seinen Betrachtungen ja von der Formel 2) 
auf S. 28 ausgeht. Wetzig findet diese Formel weit einfacher, 
indem er die Relation 

r\ = r^ — (u cos cpi + v sin y^) 

benutzt; dieselbe geht aus der ersten Gleichung 1) hervor, 
wenn man darin 

r\ = r' • sin a r^z=zr • sin a 

einsetzt. Vermöge dieser Relation erhält man: 

l I r\ 2 .dfp\=^l (r^ — {u cos (fi-\-v sin y^ ) j • dcp^ oder 
M' = M — u I r^ cos fjpi • d(f^ — v • l r^ sin (f^ • dxp^ 



^2 /•»2 



2 / cos^ (f^ • d(f^ — UV I si 



-{-^u^l cos^(f^*d(p^ — UV l sin q)^ • cos cp^ • dcp^ 



v'^ I sii 



-{-^V^ I sin^ qpi • dq)^. 

Nun ist: 

/ cos^ (p^ • rf(/>i =z^(cp^-\- sin cpi • cos q^^) 

J sin ffi . cos (p^ . rfqpj = — ^ (cos^ ^^ — si^i^ y^) 

/ 5^/^2 q^ .dq)^= \ ((p^ — sin q^^ • cos q)^). 

Setzt man das ein und benutzt wieder die Bezeichnung 6), 
so findet man gleichfalls: 

7) 4{M' -^M) = — 4:U U— 4:vV 

+ I ^^ (Ti + ^^'^ ^Pi ' ^^^ Ti) — ^ ^ (^^^^ yi "" ^^^^ Vi) 
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Nun möge cp^ als Integrationsvariable gewählt werden. 
Nimmt man dann das Lot von P auf die Tangente des Anfangs- 
punktes k^ des betrachteten Bogens k^ k^ als Grundstrahl und 
bezeichnet den Drehungswinkel der Tangente längs des Bogens 

1 2 

/ci k^ mit (j, so sind g) =0 und 9) =a die Grenzen der Inte- 
grale. Dann wird also 

8) 4:(M' — M) = — 4:U U—4:V V-\-u^{o + sma*coso) 

■]-2uv sin^ a -|- v^ (o — sin a • cos a). 

Der Winkel a kann, da ja auch Wendepunkte auftreten 
dürfen, positiv oder negativ ausfallen. Ist a negativ, so braucht 
man jedoch nur den Anfangs- und den Endpunkt von k^ Ic^ 
zu vertauschen, damit a positiv wird. Im Folgenden wird 
angenommen, dass der Anfangspunkt des Bogens k^ k^ so 
gewählt ist, dass o positiv ist. 

§ 3. Transformation und Dlscussion dieser Formel, 

Durch Ausführung einer Koordinaten transformation kann 
man Formel 8) wesentlich vereinfachen. Sind u^ v^ die Koor- 
dinaten desjenigen Punktes P' in Bezug auf das Koordinaten- 
system Pxy, dem die kleinste Fusspunktfigur if' entspricht, 
so müssen, da 

2.— — = — 2 U -\- u{o -\- sin o cos ö)-^ V sin'^ o 

SM' 
2 • -- — = — 2 V-\- u stn^ a-\-v(a — sm a • cos a) 

dv ^ . 

ist, ^^i und v^ den Gleichungen genügen: 

Qx % ip + ^^^ ö^ ^<>^ ^) + ^1 ^^^^ a = 2 ü 
u^ sin^ o-{-Vi{a — sin o cos a) = 2 V 

Hieraus ergiebt sich: 

^ U(a — sin a cos a) — Vsin^ a 

U. =2 ^^ r r-i; 

0^ — sm^ ö 
10) 

^ F((7 + sin • cos a) — Usin^ o 

v* = 2 • — ^^ — ■ -. ~ . 

o^ — sin^ a 
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Das sind die Koordinaten des Punktes, dem die kleinste (oder 
grösste) Fusspunktfigur entspricht. Wir bezeichnen diesen Punkt, 
gleich jetzt als den Minimumpol T. Macht man T zum An- 
fangspunkt eines mit Pxy parallelen Koordinatensystems und 
bezeichnet die Koordinaten eines Punktes P' in Bezug auf das- 
selbe mit u' v\ so ist 

Substituiert man diese Werte in die Formel 8), so ver- 
schwinden infolge der Relationen 9) die Koeffizienten von u' 
und v\ so dass man erhält: 

11) 4:{M' — M) = u'^ {a + sin a - cos a) ■\- 2 u' v' st7i'^ o 

4- v'^ ((T — si7i a • cos o) — D, wo 

12) D = 2u^ U+2v^V 

ist. Auch Formel 1 1) lässt sich noch einfacher gestalten, indem 

man eine Drehung des Koordinatensystems um den Winkel — 

vornimmt. Sind ^^•' v'* die Koordinaten des Punktes P' in 
Bezug auf dieses neue Koordinatensystem, so ist 

u' = u" cos — — v'* sin — v* = u" sin — + v" cos — . 

^ U Li dl 

Substituiert man diese Werte in Formel 11), so erhält 
man nach einer kleinen Rechnung: 

13) 4(ilf' -i¥) = ^^"2((7-[-sm(7)+^;"2((7 — sma)— 'Z>. 

Bezeichnet T auch zugleich die zum Minimumpol T gehörige 
Fusspunktfläche, so ergiebt sich aus Formel 11), da für den 
Minimumpol lO = v' ^=^ ist, 

14) 4r=4ilf— Z) = 4if— 2i^i C7-2t'i F. 

Subtrahiert man diese Gleichung von Gleichung 13), so erhält 

man: 

15) 4 1/' = 4 y+ w"2 [p^^n o) + i;"2 {p — sin d). 

Da nun o stets ein positiver Winkel ist, so sind auch (5-\-sinG 
und ö — sina positive Grössen; daraus geht hervor, dass T 
wirklich die kleinste und nicht etwa die grösste Fusspunkt- 
figur ist. 
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Soll M' = const. sein, so muss nacli Formel 15) 
^^"2 (a + sin a) + v**^ {o — sin a)=C^ oder 

16) -=— + ^=- = 1 sein, wenn 

n)u^== : V^= -. ist. 

a-^-sma o — stna^ 

Die Punkte mit gleichen Fasspunktflächen liegen also auf einer 
der cx)i Ellipsen 16). Eliminiert man aus den Gleichungen 17) 
sin a, so findet man 

(72=2.= — ^.(T. 

11^ + v^ 

Ist nun R die Länge desjenigen radius vector der Ellipse, der 
die Winkel des Axenkreuzes halbiert, so ist: 

R2 = 2. =r — ^. Daher wird : 

w"2 ((j j^ siYi (j) ^ 2;''2 [a — sin a)=C^ = R^' ö", 
so dass die Formel 15) auch so geschrieben werden kann 

18) ilf' = T+|Ä2.(T. 

Diese Resultate können zu dem folgenden Theorem zu- 
sammengefasst werden : 

Theorem III: Unter den oo^ Fusspunktfiguren eines 
stetigen Kurvenbogens k^ k^ hinsichtlich der oo^ Punkte P 
seiner Ebene besitzen diejenigen gleichen Flächeninhalt, welche 
auf einer von gewissen oo^ Ellipsen liegen, deren gemeinsames 
Axenkreuz den Halbierungslinien der von den Endtangenten 
des Bogens /q k^ gebildeten Winkel parallel ist, und zwar 
entspricht dem gemeinsamen Mittelpunkt T dieser Ellipsen die 
kleinste Fusspunktfigur, während die Fläche des Pusspunkt- 
bogens irgend eines andern Punktes P diese kleinste Fläche 
um einen Sektor übertrifft, dessen Centriwinkel gleich dem 
halben Drehungswinkel der Tangente des Bogens /q /% ist, und 
dessen Radius gleich demjenigen radius vector der durch P 
gehenden Ellipse ist, der die Winkel des Axenkreuzes derselben 
halbiert. 
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Dieses Resultat stimrat mit dem von Raabe und Wetzig 
gefundenen überein, widerspricht aber Steiners Angaben. Auch 
hierfür liegt die Ursache in dem eingehend besprochenen Irr- 
tum Steiners. 

Ist ö^v^Tt^ wo V eine ganze Zahl sein soll, so ergiebt 
sich aus 15) 

Das liefert folgendes Theorem: 

Theorem: Bei einem stetigen Kurvenbogen, längs dem 
sich die Tangente um tc oder ein Vielfaches von Jt dreht, 
liegen Punkte mit Fusspunktflächen gleichen Inhalts auf kon- 
zentrischen Kreisen um den Minimumpol. 

Im Falle a = folgt aus Formel 8) 

20) M' = M—U'U—v.V. Das giebt das 

Theorem: Ist die Gesamtdrehung der Tangente gleich 

wie bei einem S-formigen Kurvenbogen, dessen Tangenten im 

Anfangs- und Endpunkt parallel sind, so giebt es kein Minimum 

des Flächeninhalts im bisherigen Sinne. Punkte mit gleichen 

Fusspunktflächen liegen auf einer von oo^ parallelen Geraden, 

unter denen sich eine befindet, deren Fusspunktfläche gleich 

U V 

ist; dieselbe hat die Gleichung ^^^r t^ + -^tf ^' = 1. 

Für ?/j = i7j=0 liefern die Gleichungen 9) t7= F:=0. 
Ist umgekehrt U= F=0, so ist nach 10) auch u^ = v^=Q, 
Das Verschwinden von u^ und v^ bedeutet nun, dass der 
ursprüngliche Koordinatenanfang zugleich Minimumpol ist. Es 
gilt also der 

Satz: Für die Fusspunktkurve des Minimumpols ver- 
schwinden die Integrale U und V; und verschwinden U und 
V für einen bekannten Punkt, so ist derselbe der Minimumpol T. 

Infolge des Theorems I lassen sich alle hier gefundenen 
Theoreme auf die Flächen zweiter Art der speciellen Rollkurven 
übertragen. Insbesondere erhält man auf diese Weise: 

Theorem IV: Vergleicht man die Flächen zweiter Art 
der oo2 Rollkurven, die die oo^ Punkte der Ebene eines stetigen 
Kurvenbogens beim Rollen desselben auf einer Geraden erzeugen, 
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so findet man, dass Punkte, welche gleiche Flächen zweiter 
Art erzeugen, auf einer von oo^ gewissen Ellipsen liegen, deren 
gemeinsames Axenkreuz den Halbierungslinien der Winkel der 
Endtangenten des rollenden Bogens parallel ist, und zwar ent- 
spricht dem gemeinsamen Mittelpunkt T dieser Ellipsen die 
kleinste Fläche zweiter Art, während die von irgend einem 
andern Punkt P erzeugte Fläche zweiter Art diese kleinste 
Fläche zweiter Art um einen Kreissektor übertrifPt, dessen 
Centriwinkel gleich dem Drehungswinkel der Tangente des 
rollenden Bogens ist, und dessen Radius gleich dem radius 
vector der durch P gehenden Ellipse ist, der die Winkel des 
Axenkreuzes derselben halbiert. 

Für die Flächen erster Art gilt ein anderes Theorem, 
welches sich unter Beschränkung auf stetige Bogen k^ k^ ohne 
Wendepunkte bei Steiner abgeleitet findet Man vergleiche die 
Einleitung auf Seite 9. 



§ 3. Bcstimiiiuii^ des Krämmuiigsschwerpunktes. 

Was unter dem Krümmungsschwerpunkt S eines Kurven- 
bogens k^ k^ mit wechselndem Vorzeichen der Krümmung ver- 
standen werden soll, ist bereits auf Seite 7 erklärt worden. 
Sind X y die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte des 
Bogens und u^ v^ die seines Krümmungsschwerpunktes in 
Bezug auf das Koordinatensystem Pxy, so ist nach den 
Formeln über den Mittelpunkt paralleler Kräfte: 

ds ( ds 1 ds ( ds 

' - 

Q 



U2 



{ 





ds 
Nun ist — = dcp^ und x = rcoscp y = rsincf^ daher 



(cp[-cp')=j^ 



21) 

r • 8171 cp • dq)^. 



V'- (cp'— (f'^ = 
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Aus den Formeln 14) auf Seite 32 folgt 

r cos cp' — = 2 r^ cos (f^ • öt (r^ • sm q^i ) 

r sin fp • — = 2r^ sin cp^' \-d {r^ • cos yj, also 



22) 



j^2 2 

u^fq) — T' ) = 2 / Vi cos cp^ • dqPi — 1 r^ • sin cfi 1 

^ 1 i 

y^2 2 

i'2 ( r/) — r/) j = 2 / r^ sm r/>i • dq^^ + 1 ^i • cos (jr^ I . 

•^ 1 i 



Ist t die Länge der den Anfangs- und Endpunkt ver- 
bindenden Sehne des Fusspunktbogens und t der Winkel der- 
selben mit dem Grundstrahl, so ist: 

I r^ • sin ^1 I =t' sin t 

I r^ • cos ^1 1 =t< cos T. 

Bedient man sich zugleich wieder der Abkürzungen 6), so 

2 1 

kann man, da r/) — w =a ist, die Formeln 22) in der Form 

1 1 

schreiben : 

U2' = 2 • U — t» sin z 

v^ > a = 2 • V -\- t • cos T. 

Ist (7 = 0, so kann man also nicht von einem Krümmungs- 
schwerpunkt sprechen. In dem Falle giebt es ja auch keinen 
Minimumpol. 

§ 4. Die Beziehung zwischen dem Krttmmungsschwer- 

punkt und dem Minimumpol. 

Die Gleichungen 9) und 23) bestimmen die auf dasselbe 
Koordinatensystem bezogenen Koordinaten des Minimumpols T 
und des Krümmungsschwerpunkts S. Eliminiert man aus 
diesen Gleichungen 2 U und 2 F, so erhält man zunächst die 
Beziehung: 

U2' a -\- t'sinT = u^ (a -}- sin a > cos a) -{- v^ sin^a 

v^'O — t' cos r = u^ sin^ ^ + ^1 (^ — sin a • cos a). 
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Setzt man den Minimumpol T als bekannt voraus und 
wählt ihn zum Koordinatenanfang, so ist u^=i\=Q^ also: 

25) u^a= — f 1 • sin r^ V20 = t^* cos r^, 

wenn t^ die Länge der den Anfangs- und Endpunkt ver- 
bindenden Sehne des Fusspunktbogens von /q k.^ hinsichtlich 
des Minimumpols T und x^ die Neigung dieser Sehne gegen 
die +x-Axe ist. Ist ferner l der Abstand des Krümmungs- 
schwerpunktes S vom Minimumpol T und l der Winkel von 
8 T gegen die +^-Axe, so findet man: 

26) /=/^^i+V=^- tgl='l = --l^. 

Dieses Resultat kann man folgendermassen in Worten aus- 
sprechen : 

Theorem: Der Krümmungsschwerpunkt S eines Kurven- 
bogens k^ k^ kann bei bekanntem Minimumpol T gefunden 
werden, indem man auf die Begrenzungssehne t^ des Fuss- 
punktbogens von k^ A-g hinsichtlich T ein Lot fällt und auf 
demselben eine Strecke / abträgt, die gleich dem Abstände des 
Schwerpunktes und des Mittelpunktes eines über der Sehne t^ 
beschriebenen Kreisbogens mit dem Centriwinkel o ist. 

Die Seite, nach der / abzutragen ist, ergiebt sich leicht 
gemäss den Formeln 25) aus der Grösse von x^. 

Viel wichtiger ist die andere Frage, wie man bei bekanntem 
Krümraungsschwerpunkt S den Minimumpol T finden kann. 
Um das zu erkennen, setze man in den Formeln 24) u^ =^f).^ == 0. 
Dann sind w^, v^ die Koordinaten von T in Bezug auf ein 
dem ursprünglichen paralleles Koordinatensystem mit dem 
Anfangspunkt S. Bezeichnet man die Länge der den An- 
fangs- und Endpunkt verbindenden Sehne des Fusspunktbogens 
von k^ k^ hinsichtlich S mit t^ und ihre Neigung gegen die 
+ a:;-Axe mit rg, so ist also: 

^1 (^ + ^^^ ^ • (^os g)-\-v^- sin'^ a = t2' sin x^ 
u^ sin^ o-{-v^{o — sin a • cos a) = — ^g • ^^ ^2- 
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Dreht man noch das Koordinatensystem um den Winkel ^ 

und bezeichnet die Koordinaten von T in diesem Koordinaten- 
system mit u\ und v\^ so ist 

Ui = u\ cos — v\ sin - v^ = u\ sm — -f v\ cos -—, 

Ct 1^ Lt U 



Substituiert man diese Werte in 27), so erhält man: 

G . . . . . G 

— v\ (g — sm G) sin — 

dt dt 



u\ (g + sin g) • cos v\{g — sin g) sin — - = ^g • ^^^ ^2 



G . G 

u\{g-\- sin g) sin — v\ (a — sin g) cos -— = — t^* cos x^ ; 

und hieraus ergiebt sich: 

U . sin Ito -\ — U cos Ir« — | 

G-^-smG G — stnG 

Multipliciert man diese Gleichungen mit G-\-sin6 und 
G — sin (7, so erhält man durch Quadrieren und Addieren der- 
selben : 

29) u\ 2 {g + sin gY + v\ 2 {g — sin Gy = t^ \ 

Setzt man nun 

30)^ = --^ T— *' 



G + sin G G — sin a' 

so kann man die Gleichungen 28) und 29) einfacher auch so 
schreiben : 

28') u\ = u • sin jrg ^j v\^= — v • cos yc^ 9"| 

290 ^+^-=1. 
^2 ^2 

Erinnert man sich einer bekannten Punktkonstruktion der Ellipse, 
so hat man damit das folgende Theorem erhalten: 

Theorem: Ist 8 der Krümmungsschwerpunkt des Kurven- 
bogens /q k^, so liegt der Minimumpol T auf einer Ellipse mit 
dem Mittelpunkt S, deren Axen u und v die Formeln 30) an- 
geben, während ihr Axenkreuz dem der Ellipsen für konstanten 
Flächeninhalt parallel ist. Ist 8 bekannt, so findet man T, 
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indem man von S aus unter dem Winkel-^ — T2 gegen die 

+ a;'-Axe einen Strahl zieht, auf demselben SA=ü und 
SB = v abträgt und durch A eine Parallele zur a:;'-Axe und 
durch B eine Parallele zur z/'-Axe zieht; der Schnittpunkt 
derselben ist T. 

Nach 26) wird / = 0, wenn ^i = ist. Dies tritt ein, 
wenn Anfangs- und Endpunkt von k^ \ eine gemeinsame 
Tangente haben, insbesondere also auch dann, wenn k^ k^ eine 
geschlossene Kurve K ist. Ausserdem wird auch dann noch 
^^ = 0, wenn der Minimumpol T in den Schnittpunkt der 
Tangenten des Anfangs- und des Endpunktes föUt. Es besteht 
also das Theorem: 

Theorem: Krümmungsschwerpunkt S und Minimumpol T 
eines stetigen Kurvenbogens ky^ k^ fallen zusammen, wenn An- 
fangs- und Endpunkt von /q k^ eine gemeinsame Tangente 
besitzen, oder wenn T zugleich der Schnittpunkt der Tangenten 
des Anfangs- und des Endpunktes von Ic^ k^ ist. 

§ 5. Anwendung dieser Ergebnisse auf die Hyperbel. 

Als Beispiel soll jetzt die Hyperbel betrachtet werden. 
Dieses Beispiel hat ein besonderes Interesse. Es ist nämlich 
schon von Steiner^) ein Satz über die Flächeninhalte der 00^ 
Fusspunktkurven der ganzen Hyperbel aufgestellt worden. Bei 
der Herausgabe von Steiners Werken bemerkte Weierstrass in 
einem Schlusswort zu dem 1882 erschienenen zweiten Bande, 
dass dieser Satz nicht richtig sei. Das lässt sich jetzt leicht 
zeigen. 

Lässt man nämlich eine Tangente von der Lage einer 
Asymptote ausgehend erst auf dem einen Ast bis zur Lage der 
andern Asymptote hinrollen und nun von dieser Asymptoten- 
lage aus auf dem andern Ast, bis wieder die Lage der ersten 
Asymptote erreicht ist, so dreht sich die Tangente bei diesen 
Rollungen um gleiche Winkel aber in verschiedenem Drehungs- 

1) Grelles Journal, Band XVIII, S. 372. Steiners Werke, Band II, S. 71. 
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sinn. Die Hyperbel muss also als eine Kurve aufgefasst werden, 
längs der die Gesamtdrehung der Tangente gleich ist. 

üie Gleichung der Hyperbel sei in der Form gegeben 

— - — 4-r=l- Ist dann M der Flächeninhalt der Fusspunkt- 

kurve des Koordinatenanfangs und M' der Flächeninhalt der 
Fusspunktkurve irgend eines andern Punktes mit den Koordi- 
naten ?/, t;, so ist also nach Formel 20): 

M' = M-u.U—v. V. 

Es ist nun geometrisch evident, dass die Fusspunktkurve 
irgend eines Punktes auf der y-Axe diesen Punkt als Doppel- 
punkt haben und zur y-Axe symmetrisch liegen muss. Ihre 
Fläche besteht daher aus zwei gleichen Stücken, die nach der 
Eegel von Gauss aber mit entgegengesetztem Vorzeichen zu 
versehen sind. Für alle Punkte der y-Axe ist also der Flächen- 
inhalt der Fusspunktkurve gleich 0. Da auch der Koordinaten- 
anfang zu ihnen gehört, so ist also M=0, Die obige Relation 
vereinfacht sich also zu 

Nach Obigem muss auch M' = sein, wenn man u = 

setzt; daraus ergiebt sich F=0. Man findet also die einfache 

Gleichung: 

M' = — u.U. 

Um das durch die Rechnung zu bestätigen, setze man in 
die Hyperbelgleichung 

x = r cos cp y = v sin (p 

ein. Dann erhält die Hyperbelgleichung in Polarkoordinaten 

die Form: 

ab 



^ b^cos^g) — a'^ sin'^ cp 

Berechnet man jetzt unter Benutzung der Formeln 5, 6 
und 7 von Seite 30 die Grössen r^, sin(p^ und coscp^ als 
Funktionen von y, so kann man leicht die Formel bestätigen: 

r^ = y «2 QQg2 fp^ ^2 ßifi2 fp^ 
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Das ist die Gleichung der Fusspunktkurve der Hyperbel hin- 
sichtlich ihres Mittelpunktes. Setzt man noch e^ = a^-\-b^^ so 
kann man auch schreiben 

r^ = Y^a'^ — e'^ sin^ cp^ = ^ e'^ > cos'^ {f^ — b'^. 

Will man die Aufgabe völlig lösen, so miiss man für die 
Fusspunktkurve eines und desselben Punktes die Integrale U^ 
V und M berechnen. Fasst man den Mittelpunkt der Hyperbel 
ins Auge und betrachtet zunächst nur die unbestimmten In- 
tegrale, so ist: 

U= j cos cp^ • y^^ — e'^sin^cp^ • dcp^ 
V=J sin q)^ • y e^ QQgi ^p^ — ^2 . dq^^ 

Nach den Regeln der Integralrechnung findet man hieraus: 

^, sinw^ r—z ^ . ^ — , «2 . ie . \ 

U = — ^^-^ ] a^ — e^ sin^ cp^ -\- ^— arc sm I — stn y^ I 

V= - — 31 Y^e^cos^q^^ZT^ 

>2 



M= 1 1 a2 yi — -|- (g^i - sin cp^ . cos (pA. 



Bezeichnet man den Wert der bestimmten Integrale für den 
rechten Hyperbelzweig mit U^ V^ M^^ für den linken Hyperbel- 
zweig mit U2 Fg M2 und für die ganze Hyperbel mit U V M^ 
so findet man: 

U,=l^^^a'^-e^sm^~q~ 

+ - - a?x stn I — sm w. 1 1 

Dabei ist ip der halbe Winkel zwischen den Asymptoten der 
Hyperbel. 
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Die Integration erfolgt um den rechten Zweig der einer 
liegenden 8 gleichenden Fusspunktkurve herum entgegengesetzt 
zum Drehungssinne des Uhrzeigers. Da 

. /TT \ /^ \ . 

stn I— i/J = eos iff cos I— i/J = sm iff 

sin I — I — i/;j I = — cos iff cos 1 — ( — r// j 1 = cos ift 

ist, so ergiebt sich: 

f/i = cos iff ya^ — e^ • cos^ V^ + -^ «^^ ^^ I — ^^ Vj 

ml cos 1/4. 

Nach bekannten Eigenschaften der Hyperbel ist: 



2e 



Ä a ' b 

sm ip = — cos ip = — tgi^) = — 

ß c (t 

Da ferner arcsm(l) = — und arcsin{ — 1) = ^ ist, so er- 

hält man: 

Durch analoge Rechnungen findet man: 

[7=71^.— F=0 



2 . ilfi =(«2 _ 62)«^C ^p|_^ « . ft 

2 * M^ == — {a^ — b^)arctg j — a > b 



M=0. 



Bezeichnet man noch die Werte der Koefficienten von u^ 
UV und v'^ in Formel 7) auf Seite 37 für den rechten Hyperbel- 
zweig mit Cuu, Cuv, Ovv, so wird: 

^ ^ a ab 

Cuu=2arctg-r+2-Y 

o e p ^ 

„ V ^ 2 orc tg-r — 2 — ^ 
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Betrachtet man jetzt zuerst die Werte von ?7, V und M^ 
so zeigt sich, dass dieselben mit den geometrischen Vorbetrach- 
tungen von Seite 47 in Einklang sind. Die dort erhaltene 
Formel lässt sich ergänzen zu: 

M = TT . «2 . — . 

e 
Zeichnet man die Fusspunktkurve der Hyperbel für irgend 
einen Punkt und beachtet die Gausssche Regel, so erkennt man, 
dass diese Formel auch das richtige Vorzeichen angiebt; es 
müssen also auch die Vorzeichen von f7, U^ und U^ richtig 
sein. Man muss zu dem Zweck aber in dem Sinne integrieren, 
der auf der vorigen Seite angedeutet ist. Man kann die obige 
Formel in folgendem Satz aussprechen: 

Satz: Vergleicht man die Inhalte der oo^ Fusspunktkurven 
der ganzen Hyperbel, so findet man, dass dieselben für alle 
Punkte auf der Nebenaxe gleich sind, während Punkten auf 
einer zur Nebenaxe parallelen Geraden Kurven mit gleichem 
Flächeninhalt entsprechen. Ist u der Abstand einer solchen 
Geraden von der Nebenaxe, so ist der Flächeninhalt der Fuss- 
punktkurven ihrer Punkte gleich dem positiven oder negativen 

Flächeninhalt eines Kreises vom Radius av—^. 

Bei der gleichseitigen Hyperbel ist a^=^b^ a^ = ^e^; daher 
ist dann 

M = —•e*u. 



Da ist also der Radius jenes Kreises gleich i ^e^u. Vergleicht 
man Steiners Sätze^) über die Fusspunktkurven der Hyperbel, 
so sieht man, dass Steiner ganz andere Ergebnisse erhalten 
hat. Auch hier ist also Steiner ein Irrtum passiert. 

Für die halbe rechte Hyperbel erhält man nach Formel 7) 
Seite 37 
4 Jf 'i =4 Jfi — 4 2^ C/i — 4 ?;Fi + ^^2 C«^ _ ^^^; Cuv^-V^ C,,„, 



1) Grelles Journal, Band XYin, S. 372. Werke, Band II, S. 71. 
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oder, wenn man die gefundenen Werte (einsetzt 



2^M\={a^+b^ + u^ — v^)^ 



2 

a ^ u 



+ (a^ — b^ -\- u^ -\- v"^) arc tg-r — Tt-a^- 



e 

Setzt man hierin i; = 0, so erhält man bis auf einen Unter- 
schied eine Formel, die schon Ekama^) abgeleitet hat. Dort 

heisst es + TT. «2^ — . Das muss auf einem Vorzeichenfehler 

e 

beruhen. Denn, wie auf voriger Seite ausgeführt ist, käme man 

in Widerspruch zur Gaussschen Regel, wenn 17^ = ^» — 

wäre. Wegen V^ = Cuv = ergeben die Formeln 9) Seite 38 

u^=2' ^— = — • • e v.=0. 

Cuu 2 ab + e^arctg^ 

Die Formel 12) liefert also 
daher wird 



3L. 



2.Ti = 2.JJ/i — 2^ 



= ab -\-{a^ — b^) arc tg 






b 4 ab^{a^+b^)arctg^ 

Der Minimumpol liegt also auf der x-Axe im Abstand % 
vom Mittelpunkt der Hyperbel. Ihm entspricht der Minimal- 
inhalt ?\. Die Gleichung 15) lautet hier 

2.M\ = 2.T,+u'^[^^arctg^)^-v'^[-^^arcig^^^ 

Setzt man 2 . M\ —2T^ = C\ so sind. . 

-2 G' -2 ^ 



1- arc tg-T- h «^^ ^9 



e b e b 

die Quadrate der Axen der Ellipsen für gleichen Flächeninhalt. 
Das Axenkreuz der oo^ Ellipsen ist parallel zum Axenkreuz 
der Hyperbel. Man kann auch leicht die Formeln aufstellen, 
die für ein beliebiges Bogenstück der Hyperbel gelten. 

1) Grunerts Archiv für Mathematik und Physik, 2. Reihe, Teil VllI, S. 425. 

4* 



— 52 



Bei der gleichseitigen Hyperbel ist 

Wi = -TT- . • e v.=\3 



-(--•TTf)-- 



Nach den Formeln 23) Seite 43 sind die Koordinaten des 
Kriiminungsschwerpunktes 

«j = — -i — = — — t;, = 0. 

-j—ip ^ e-arctgj 

Bei der gleichseitigen Hyperbel ergiebt sich 

Da fällt also der Krümmungsschwerpunkt S^ mit dem Brenn- 
punkt zusammen. Diese letzten Formeln hat auch Wetzig^) 
schon aufgestellt. 

Nach Theorem I lassen sich alle diese Ergebnisse über die 
Hyperbel' auch auf die speciellen Rollkurven derselben über- 
tragen. Verschiedene specielle Sätze, die in diesen allgemeinen 
Formeln enthalten sind, findet man bei Ekama. Wetzig giebt 
auch eine nähere Discussion mehrerer von obigen Formeln. 

Es bleibt die Frage zu beantworten, wie ist Steiner zu 
seinen abweichenden Resultaten über die Hyperbel gelangt. 
Auf voriger Seite hat sich für den rechten Hyperbelzweig 
ergeben : 

2 . M\ = {a'^-{-b^ + u^ — v^)-— 

(IL U 

Durch entsprechende Rechnungen findet man für den linken 
Hyperbelzweig 

2.M\=— (a^+b^ + u^- v^)^ 

a ^ u 



— («2 — J2 _j_ ^2 _j_ ^2j flj^^. i9~jr — 7t •a^* 



1) Wetzig. Schlömilchs Zeitschrift für Alathematik und Physik, 
Band V, Seite 94. 
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Additiou dieser Formeln liefert 

2 . M' = 2 (if 'i -1- itf 'j) = — 2 nr . a« . — . 

Dabei ist dann gemäss der Gaussschen Regel z. B. bei einer 
8-förmigen Kurve eine Schleife positiv und die andere negativ 
gerechnet. Bei der Hyperbel ergeben sich nun zum Teil solche 
8-förmigen Kurven. Man kann dann den Flächeninhalt dieser 
Kurven auch so auffassen, dass man beide Schleifen positiv 
rechnet. Der in diesem Sinne genommene Flächeninhalt der 
Fusspunktkurven möge mit Jf" bezeichnet werden. Für den- 
selben werden natürlich die bisher abgeleiteten allgemeinen 
Sätze nicht gelten. Um Jf" zu finden, muss man die erhaltenen 
Werte subtrahieren ; dann erhält man : 

Daraus findet man, dass der Mittelpunkt der Hyperbel der 
Minimumpol ist; der diesem Punkte entsprechende kleinste 
Flächeninhalt ist 

T" = («2 ^ b2) ^ ^ (a2 _ ij2) arc tg -J. 
Setzt maa das ein, so erhält man 

Setzt man M" ^T"=:(ß und 

=2 C =2 C2 

u = , V 



ab a ab , , a ' 

— ^arctg-^ -— + arctg-^ 

so kann man diese Gleichung in der Form schreiben 

U V 

Die Kurven gleichen Flächeninhalts sind also Ellipsen, deren 
Mittelpunkt und Axenkreuz mit dem Mittelpunkt und Axen- 



ü' 
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kreuz der Hyperbel ziisamnienfällt. Die Quadrate der Axen 
haben das Verhältnis 

:1;^ = | — ab -{- e'^ arc ig -r\\ \ab -}r e^ arctg -j-y 

Diese Resultate stimmen mit den^n Steiners übe£ein. Nach 
Steiner müsste es nur heissen u:v und nicht u'^.vK Bringt 
man diese kleine Korrektur an, so ist also auch der Satz von 
Steiner ein durchaus richtiger und brauchbarer; freilich mit 
den hier betrachteten allgeaieinen Untersuchungen hat er nichts 
zu thun. Von Interesse ist die Konstruktion, die Steiner für 
die Flächenstücke T" und M" angiebt 



V. Yerallgemeineriing des Steinerschen 

Problems. 

§ 1. Yerglclckung der Flächeninhalte. 

Steiners Problem besteht in Folgendem. Er betrachtet 
eine Kurve K und führt auf sie eine Schar T von oo^ Be- 
rührungstransformationen aus ; Fusspunkttransformationen oder 
Rollungen sind es bei ihm. Dadurch erhält er eine Schar von 
cx)2 Kurven Jf. Da der Flächeninhalt nur 06^ Werte annehmen 
kann, so müssen diese 00^ Kurven sicli anordnen lassen in 
00^ Scharen von je 00^ Kurven gleichen Flächeninhalts. Damit 
müssen auch die 00^ Transformationen T in solcher Weise zu 
cx)i Scharen S von je 00^ Transformationen angeordnet werden, 
dass die Transformationen jeder Schar die Kurve K in Kurven 
M von gleichem Flächeninhalt überführen. Diese 00^ Scharen 
werden bestimmt durch eine Relation zwischen den Parametern 
a und b der Schar T, eine Relation, die noch eine willkür- 
liche Konstante enthält. Dieselbe kann man auffassen als 
Definitionsgleichung von 06^ Kurven F. Jeder Kurve entspricht 
eine der 00^ Scharen S. Steiners Problem bestellt in der Auf- 
findung dieser Kurven F und damit zugleich der Scharen S. 

Die Schar T kann man augenscheinlich ganz willkürlich 
wählen. Man kann 00^ Punkttransformation, Berührungstrans- 
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formationen oder noch allgemeinere Transformationen wählen. 
Steiner betrachtet keine Punkttr^nsformationen , sondern Be- 
rührungstransformationen, und zwar Fusspunkttransformationen 
und Rollungen; ausserdem untersucht er noch eine Schar von 
Transformationen, die weder Punkttransformationen noch Be- 
rührungstransformationen sind.^) Setzt man an die Stelle dieser 
Transformationsscharen irgend eine andere Schar von oo^ Trans- 
formationen , so erhält man eine unendliche Reihe analoger 
Probleme. Diejenigen unter ihnen, die von Steiner behandelt 
worden sind, verdienen deshalb ein besonderes Interesse, weil 
sich die Gestalt der Kurven F ganz unabhängig von der Gestalt 
der Kurve K angeben lässt. Es fragt sich, ob es analoge 
Probleme giebt, in denen gleichfalls die Gestalt der Kurven F 
nur durch die besondere Schar T von Transformationen bedingt 
wird, hingegen unabhängig ist von der Kurve K. 

Das ist nun in der That der Fall. Eine solche Schar T 

kann nämlich in der folgenden Weise hergestellt werden. Es 

seien 

1) x^ =\Xi {x, y, a) y^ = Y^ {x, y, a) 

oo^ Transformationen, die nicht flächentreu sind, und 

2) x^ = X^ (x^, .Vi, ß) y^= Fg {x^, y^, ß) 

ooi flächentreue Transformationen. Dann substituiere man in 
den Gleichungen 2) für x^^ y^ die Funktionen aus den Glei- 
chungen 1); dadurch erhält man Gleichungen von der Form 

3) x^ = X* {x, y, a, ß) y^ = T {x, y, a, ß). 

Diese Gleichungen stellen eine derartige Transformationsschar T 
dar. Giebt man in den Gleichungen 3) a einen festen kon- 
stanten Wert «1, so wird die Kurve K durch die Trans- 
formationen 3) in cx)i Kurven M übergeführt, die unter sich 
.flächengleich sind. Die Kurven F sind also die oo^ Geraden 
a = Const. Will man erreichen ^ dass die Kurven F nicht 
gerade Linien sind, so braucht man nur die obigen oo^ Trans- 



1) Steiners Werke, Band IL, S. 132. 
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formationen anders anzuordnen, was dadurch geschehen kann, 
dass man für a, fi andere Parameter einführt. Man setzt etwa 

4) a = A{a, b) ß = B(a, b) 

in die Gleichungen 3) ein, wodurch dieselben die Form erhalten: 

5) x^ = X (x, y, a, b) y^ = Y{x, y, a, b). 

Die Kurven F sind dann definiert durch die Gleichung 

6) Ä{a^ b) = a= Const. 

Giebt man a einen festen konstanten Wert 0?^ und betrachtet die 
Wertepare a, ft, die der Gleichung Ä (a^ 6) = «^ genügen, so 
werden dadurch also oo^ Transformationen festgestellt, die K in 
cx)i Kurven M überführen, welche unter sich flächengleich sind. 

An Stelle der Punkttransformationen 1) kann man auch 
Berührungstransformationen oder noch allgemeinere Trans- 
formationen nehmen; die Scharen 1) und 2) können auch ein- 
gliedrige Gruppen sein. 

Damit ist in der That gezeigt, dass weitere Beispiele auf- 
gestellt werden können, die ebenso allgemein lösbar sind wie 
die Steinerschen. Geht man diesen Weg, so sind die Kurven F 
— wenigstens bei geschlossenen Kurven K — von vornherein 
bekannt. Wichtiger und viel schwieriger ist aber die um- 
gekehrte Aufgabe, für eine gegebene Transformationsschar T 
die Kurven F und damit die Scharen 8 erst aufzufinden. Es 
wäre von Interesse zu versuchen, ob sich diese Aufgabe noch 
für andere wichtige Scharen von od^ Transformationen ebenso 
allgemein durchführen lässt. 

§ 3. Vergleiißhung der Bogenlängen. 

Für das Problem der Vergleichung der Bogenlängen gelten 
ganz ähnliche Betrachtungen. Man kann gleichfalls beliebig 
viele dem Steinerschen Problem analoge Probleme aufstellen. 
Man kann auch entsprechend Probleme finden, die sich voll- 
ständig lösen lassen. 

Man braucht nur an Stelle der Transformationsschar 2) 
eine Schar von Transformationen zu setzen, welche Längen 



— 57 — 

ungeändert lassen. Die einzigen derartigen Transformationen 
sind die oo*^ Bewegungen der Ebene, die eine dreigliedrige 
Gruppe bilden. Für die Schar 2) muss man also irgend eine 
Schar von oo^ Bewegungen einsetzen. 

Interessanter sind wieder die umgekehrten Aufgaben, zu 
denen auch Steiners Aufgaben über die Bogenlänge von Fuss- 
punktkurven und Rollkurven gehören. Steiner^) sagt zwar, dass 
er dieselben lösen könne. Bei dieser Versicherung ist es aber 
auch geblieben. Das beruht wohl nicht etwa darauf, dass er 
von diesen Untersuchungen abgelenkt worden ist. Er hat 
wahrscheinlich mehr versprochen, als er halten konnte. Bisher 
ist von diesen Aufgaben noch keine gelöst worden. 



1) Werke, Band II, S. 101. 



Druckfehler- Berichtigung. 

Lies Seite 22, Zeile 12 von unten DBP statt DPB, 
Seite 23, Zeile 11 von oben Seite 14 statt Seite 11, und 
Seite 24, Zeile 17 von oben Seite 19 statt Seite 16. 



Oschatz, den 9. Juli 1898. 
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